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1 Einführung, Zielsetzung und Aufbau der ArbeitSeit einigen Jahrzehnten sind die Vorgehensweisen zur Berehnung der mehanishenEigenshaften von belasteten Strukturen im Wandel. Der Grund ist, wie in vielen ande-ren Bereihen des heutigen Lebens, die Entwiklung des Computers. Hatte man früherdie Absiht, über die tehnishe Biegelehre hinausgehende Problemstellungen der Me-hanik zu untersuhen, so mussten analytishe Lösungen für die das betrahtete Systembeshreibenden Dierentialgleihungen, beispielsweise Plattengleihung oder Bipotenti-algleihung, ermittelt werden. Diese analytishe Lösungsmethodik ist jedoh nur in weni-gen Ausnahmefällen möglih. Mit der rasanten Entwiklung der Rehentehnik und derdamit verbundenen Fähigkeit, eine riesige Zahl von Berehnungen in übershaubarerZeit durhzuführen, begann der Siegeszug der auf numerisher Mathematik beruhen-den Tehniken. Die hinsihtlih der Mehanik wohl wihtigste Methode ist die Finite-Elemente-Methode, deren Einsatz in den fünfziger Jahren begann. Eine Möglihkeit, umden sehr vielfältig auftretenden Problemstellungen eine Struktur zu verleihen, ist dieUnterteilung der mehanishen Feldprobleme in lineare und nihtlineare. Linearität be-zeihnet in diesem Zusammenhang geometrishe und physikalishe Linearität.Die vorliegende Arbeit ist dem Gebiet der physikalish nihtlinearen Problemstellungenin der Festkörpermehanik zuzuordnen. Das Hauptziel dieses breiten Aufgabenfeldes ist,grob umrissen, die realitätsnahe Abbildung des dreidimensionalen Verhaltens vershie-denster Materialien in all seinen Faetten, wie beispielsweise Plastizität, Bruh, Shädi-gung oder Kriehen. Alle benötigten Grundlagen der Kontinuumsmehanik, um in dieArbeit mit physikalish nihtlinearen Prozessen einzusteigen, sind in Kapitel 3 zusam-mengefasst.Im Fokus dieser Arbeit steht der Werksto Beton, der sih durh ein ausgeprägt niht-lineares Verhalten auszeihnet. Obwohl seit mehr als drei Jahrzehnten intensiv an derFormulierung von Materialgesetzen für Beton geforsht wird, existieren noh viele unge-löste Probleme. Es wird wohl noh einige Zeit in Anspruh nehmen, bis wirklih Beton-strukturen mit beliebiger Geometrie und Belastung simuliert werden können und dies infür praktishe Anwendungen akzeptabler Zeit. Um in dem Gebiet der Betonmodellierungtätig zu werden, ist es sinnvoll, dieses komplexe Feld in zwei Aufgabenfelder zu gliedern:das Erste ist die Materialformulierung selbst und das Zweite ist die Lokalisierungspro-blematik. In diesem einführenden Kapitel wird zuerst auf erstgenannte eingegangen undanshlieÿend auf die Lokalisierungsproblematik.Um Beton zu beshreiben, sollte zuerst festgelegt werden, welhe Phänomene genaubeshrieben werden und auf welher Betrahtungsebene. Im Allgemeinen werden dreiBetrahtungsebenen untershieden: die Mikro-, die Meso- und die Makroebene. Abbil-dung 1.1 stellt die drei Betrahtungsebenen shematish dar. In diesem Zusammen-hang treten shon die ersten gröÿeren Shwierigkeiten auf: welhe Betrahtungsebeneist für die Beshreibung welher Phänomene geeignet oder sogar erforderlih? Modelle5
1 Einführung, Zielsetzung und Aufbau der Arbeit
Abbildung 1.1: Mikro-, Meso- und Makroebene nah [van Mier, 1997℄zur Beshreibung der Mikrostruktur nden wenig Anwendung, da der Rehenaufwandmit zunehmender Bauteilgröÿe sehr groÿ wird. Die mesoskopishen Modelle hingegen,z. B. [van Mier, 1997℄, [D'Addetta et al., 2006℄, [Carol et al., 2007℄, haben in den letztenzwei Jahrzehnten immer mehr an Bedeutung gewonnen. Beton wird auf dieser Betrah-tungsebene als Zwei-Phasen- oder als Drei-Phasen-Werksto betrahtet. Dies sind derZementstein, die Zushläge und beim Drei-Phasen-Werksto zusätzlih die Grenzshihtzwishen Zushlägen und Zementstein. Ob diese Feinheit der Betrahtung ausreiht umalle Phänomene des komplexen, mehraxialen Verhaltens von Beton zu erklären, bleibtzu diskutieren, ndet aber Befürworter. Es gibt vershiedene Möglihkeiten, Beton aufmesoskopisher Ebene zu beshreiben. Hierzu zählen beispielsweise kontinuumsmeha-nishe Beshreibungen mit detaillierter Modellierung der drei Phasen, z. B. [Carol et al.,2007℄, Diskrete-Elemente-Modelle, siehe [Cundall, 2001℄ für einen Überblik, oder dieLattie-Modelle, [van Mier et al., 1995℄, die man wohl im Deutshen als Gittermodellebezeihnen könnte. Meist ist das Ziel mesoskopisher Betrahtungen die detaillierte Ab-bildung von Kraftüssen in der heterogenen Betonstruktur um die Charakteristika desMaterialversagens von Beton besser zu verstehen. Problematish ist in vielen Fällen dieBestimmung von Materialparametern. Es stellt sih als sehr shwierig heraus, Beziehun-gen zwishen Grenzshiht und Zushlagskorn im Versuh zu bestimmen, und vor allemauh der shnell anwahsende Berehnungsaufwand, der bis heute Anwendungen dieserModelle für reale Tragstrukturen unmöglih maht, ist ein groÿes Problem. Zum besserenVerständnis des Materialverhaltens von Beton sind mesoskopishe Modelle jedoh sehrinteressant.Das Aufgabengebiet makroskopisher Modelle ist klar abzugrenzen von dem mesoskopi-sher Beshreibungen. Makroskopishe Betrahtungen erfassen ganze, reale Strukturen,ohne lokal ins Detail zu gehen. Der Bausto wird als homogen betrahtet. So sind de-taillierte Abbildungen lokaler Kraftüsse niht möglih. Doh aufgrund des vertretba-ren Rehenaufwandes ist die makroskopishe die geeignetste Betrahtungsweise für dieSimulation von ganzen Strukturen, insbesondere auh für Anwendungen in der Praxis.Es stellt sih jedoh die Frage, ob mit dieser Betrahtung des Betons als homogenes6
Material alle Phänomene des komplexen mehraxialen Verhaltens von Beton abgebildetwerden können. Der Autor vertritt die Ansiht, dass mit makroskopishen Beshrei-bungen nur Phänomene abgebildet werden können, die auh eindeutig makroskopishenZustandsvariablen zugeordnet werden können.Diese Arbeit leistet einen Beitrag zur Simulation von ganzen, realen Strukturen aus Be-ton. Daher erfolgt eine Beshreibung auf Makroebene, Beton wird als Kontinuum idea-lisiert. Gegenstand der Betrahtungen sind Zustände, in denen der Beton vorwiegendZugbelastungen unterliegt. Solhe Zustände werden in dieser Arbeit dadurh harakte-risiert, dass Prozesszonen, die in Makrorissen resultieren, aufgrund von Zugspannungenentstehen, die auf der Makroebene beshrieben werden können. Das bedeutet praktish,dass an einem Materialpunkt nur dann Risse auftreten, wenn auh makroskopishe Zug-spannungen vorhanden sind. Ein einaxialer Drukversuh, ohne Querdehnungsbehinde-rung, kann somit beispielsweise niht modelliert werden. Denn zumindest für elastishesMaterial, das meistens die Basis von Materialmodellen ist, gibt es keine Zugspannungensenkreht zu den experimentell beobahteten Rissen.Es gibt eine Vielzahl von Möglihkeiten, Beton als Kontinuum zu modellieren: plastisheModelle, [Chen, 1982℄, [Pramono & Willam, 1989℄, [Pivonka, 2003℄; shädigungsmeha-nishe Modelle, [Kahanov, 1954℄, [Lemaitre, 1991℄, [Carol et al., 1994℄; VershmierteRisse Modelle , [Baºant & Cedolin, 1979℄, [Rots, 1988℄ und Kombinationen der einzel-nen. Interessant sind auh die Miroplane Modelle, [Baºant & Pfeier, 1985℄, [Baºant &Prat, 1988℄, [Oºbolt et al., 2001℄. Es existiert eine weitere, sih prinzipielle untershei-dende Klasse von Modellen auf Makroebene. In diesen werden Diskontinuitäten in dasVershiebungsfeld eingeführt, siehe z. B. [Simo et al., 1993℄, [Oliver, 1996℄. Sie werden indieser Arbeit niht weiter behandelt.Die Charakteristik des Zugverhaltens von Beton wird anhand der Beobahtungen ineinem vershiebungsgesteuerten, einaxialen Zugversuh deutlih, vgl. Abbildung 2.3 inAbshnitt 2.3.1. Nah Verlassen des linear elastishen Bereihes bilden sih viele neueMikrorisse, und shon vorhandene Mikrodefekte wahsen. Nah anfängliher homoge-ner Verteilung der Mikrorisse über den Probekörper zeigt sih shnell eine Verdihtungder Mikrorisse in einem räumlih begrenzten Bereih. In der am Lasteinleitungspunktgemessenen Kraft-Verformungsbeziehung des Versuhes beginnt nun die Kraft bei wei-ter zunehmenden Verformungen abzunehmen, bezeihnet wird dieser Vorgang als Ent-festigung. Der entfestigende Prozess wird allein über den räumlih begrenzten Bereihmit sih verdihtenden Mikrodefekten gesteuert. Nur innerhalb dieses Bereihes nimmtdie Anzahl und Gröÿe der Mikrorisse weiter zu, auÿerhalb dieses Bereihes wird dasMaterial entlastet. Bezeihnet wird dieser Bereih als Prozesszone. Die exakte Denitionder Prozesszone geshieht in dieser Arbeit anhand der Verformungen: als Prozesszonewird der Bereih deniert, in dem die Verformungen im Entfestigungsprozess zuneh-men. Auÿerhalb der Prozesszone nehmen sie ab. Die Gröÿe der Prozesszone bleibt aberniht konstant im weiteren Verlauf des Versuhes. Konzentration und Vereinigung derMikrodefekte in der Prozesszone bewirken deren Einshnürung und führen shlieÿlihzur Entstehung von Makrorissen.Bei Beobahtung des einaxialen, makroskopishen Verhaltens ist darüber hinaus insbe-sondere ein Verlust an Steigkeit deutlih, dies belegen zyklishe Belastungsversuhe.Alle wihtigen Eigenshaften des Betons in diesem Kontext, die hier nur kurz eingeführt7
1 Einführung, Zielsetzung und Aufbau der Arbeitwurden, werden in Kapitel 2 ausführlih erläutert.Das Einshnüren der Prozesszone führt dazu, dass der Beton in Randbereihen derProzesszone in späteren Belastungsstadien niht mehr geshädigt, sondern entlastetwird. Daher ist die korrekte Wiedergabe von Entlastungspfaden sehr wihtig bei derModellierung. Diese Forderung erfüllen nur shädigungsmehanishe Modelle. Um dasZugentfestigungsverhalten reinen Betons realistish zu simulieren, sollte wegen der be-lastungsinduzierten Orientierung der Mikrorisse zudem anisotrope Shädigung genutztwerden. Alle für diese Arbeit wihtigen Konzepte der Kontinuumshädigungsmehaniksind in Kapitel 4 ausführlih erläutert. Die Shädigungsgrenzähen vieler Modelle sindin Spannungen oder in Dehnungen deniert. Derartige Denitionen können jedoh dasPrinzip der maximalen Dissipationsrate verletzen. Es ist umstritten, ob dieses PrinzipGültigkeit haben muss. Nah Ansiht des Autors ist es vernünftig, dies zu fordern. Au-tomatish erfüllt ist das Prinzip bei einer Formulierung der Shädigungsgrenzähenim Raum der energetish Konjugierten zur Shädigungsvariable. Ausführlihe Überle-gungen diesbezüglih sind in Abshnitt 3.6.3 zu nden. Eine solhe Denition für denanisotropen Fall ist shwierig, da die physikalishe Bedeutung der dualen Gröÿe einesShädigungstensors oft shwierig zu erkennen ist. Eine Möglihkeit ist die Verwendungder in [Carol et al., 2001℄ vorgeshlagenen pseudo log damage rate als eine Art Hilfs-Shädigungsvariable.Von groÿer Bedeutung bei der Formulierung von Materialmodellen ist auh die Robust-heit der Lösungsalgorithmen. Dies wird bei Betrahtung des weiteren Verlaufs dieserArbeit besonders deutlih: es werden umfangreihe Untersuhungen durhgeführt, beidenen Simulationen bis weit in den entfestigenden Bereih zwingend erforderlih sind.Um derartige Zustände in komplexen Systemen erreihen zu können, müssen die Simu-lationen sehr robust sein. Daher sind robuste Verfahren sowohl auf Stogesetzebene alsauh auf Systemebene sehr wihtig. Neben der Robustheit der Verfahren ist deren Kon-vergenzgeshwindigkeit ein weiterer wihtiger Punkt, denn es werden bei nihtlinearenSimulationen shnell Rehenzeiten von mehreren Tagen erreiht. In diesem Zusammen-hang ist die Materialtangente von Bedeutung, die einen Operator darstellt, der die inkre-mentellen Dehnungen mit den inkrementellen Spannungen verbindet. Es ist vorteilhaft,wenn die Materialtangente Hauptsymmetrie aufweist, da sih bei einer unsymmetrishenMaterialtangente ein unsymmetrishes Gleihungssystem auf Systemebene ergibt. Diesbedeutet eine Zunahme der Rehenzeit, da rehenaufwändigere Verfahren erforderlihsind, vgl. z. B. [Parish, 2003℄. Daher ist eine symmetrishe Materialtangente vorteilhaft.Neben diesen Zusammenhängen existiert darüber hinaus auh eine mehanishe Begrün-dung, warum eine symmetrishe Materialtangente vorteilhaft ist, vgl. Abshnitt 4.3.3.Shlieÿlih verdienen noh die Materialparamater besondere Aufmerksamkeit bei derFormulierung von Materialmodellen. Viele existierende Materialmodelle enthalten zuviele Materialparameter und insbesondere solhe, die experimentell shwierig zu bestim-men sind. Eine möglihst geringe Anzahl von Materialpametern ist daher anzustrebenund alle sollten aus wenigen Standardversuhen bestimmbar sein. So wird auh ausge-shlossen, dass anhand von freien Parametern Simulationsergebnisse beeinusst werdenkönnen.8
Das erste Ziel dieser Arbeit ist, basierend auf den vorhergehenden Erläuterungen, dieFormulierung eines Shädigungsmodells zur Simulation von Betonstrukturen, die vor-wiegend zugbelastet sind. Das Materialmodell soll folgende Forderungen erfüllen: Die in Kapitel 2 ausführlih beshriebenen harakteristishen Verhaltensweisen vonBeton sollen realistish erfasst werden. Die belastungsinduzierte Anisotropie muss berüksihtigt werden. Die Hauptsätze der Thermodynamik und das Prinzip der maximalen Dissipations-rate sollen erfüllt sein. Die Theorie soll möglihst physikalish motiviert sein. Eine symmetrishe Materialtangente ist vorteilhaft und daher anzustreben. Das Modell soll so wenige Materialparameter wie möglih enthalten und diese sollenaus wenigen Standardversuhen bestimmbar sein. Zusätzlihe Parameter müsseneindeutig bestimmt sein, wobei deren Wahl niht auf möglihst guten Simulations-ergebnissen basieren darf.Die Ableitung des Modells ist in Kapitel 5 und die Lösung des resultierenden mehani-shen Feldproblems in Kapitel 6 dargestellt.Nah der Einführung und Erläuterung des ersten Aufgabenfeldes und Zieles dieser Ar-beit, folgt nun das zweite Aufgabenfeld: die Lokalisierungsproblematik.Es gibt eine Reihe Prinzipien, die zur Anwendung kommen, um konstitutive Gleihungenim Rahmen der Kontinuumstheorie abzuleiten. Eines dieser ist das Prinzip der lokalenWirkung. Man nimmt an, dass die Zustandsvariablen an einem Materialpunkt nur vonden Zustandsvariablen der näheren Umgebung abhängig sind. Das Prinzip der lokalenWirkung ist für Beton niht erfüllt, es existiert eine Fernwirkung, da sih Mikrorisseüber eine gewisse Entfernung beeinussen. Aufgrund dieser Fernwirkung bilden sih imBeton Prozesszonen mit einer Breite vom grob geshätzten Zwei- bis Dreifahen desGröÿtkorndurhmessers, diese Zusammenhänge wurden shon weiter oben kurz einge-führt, bei der Beshreibung des Zugverhaltens von Beton. Sie sind bei der Modellierungvon entsheidender Bedeutung. Wie shon erwähnt, shnürt sih die Prozesszone durhWehselwirkung der Defekte zunehmend ein, bis ein Makroriss entsteht. Während die-ses Prozesses nehmen die Verformungen innerhalb der Prozesszone zu, auÿerhalb derProzesszone wird der Beton entlastet und die Verformungen nehmen ab. Diese Konzen-tration der Verformungen in einem räumlih begrenzten Bereih wird als Lokalisierungbezeihnet. Ähnlihes Verhalten wird bei vielen Werkstoen, wie beispielsweise Geo-materialien, beobahtet, niht nur bei Beton.Nutzt man für derartige Materialien dennoh das Prinzip der lokalen Wirkung bei derFormulierung der konstitutiven Gleihungen, so entstehen Probleme. Löst man das Feld-problem beispielsweise mit der Finite-Elemente-Methode, so werden die Ergebnisse ab-hängig von der Diskretisierung und somit unbrauhbar. Das Gesamtkonzept der erwei-terten Beshreibung des mehanishen Feldproblems, um netzunabhängige Ergebnisse9
1 Einführung, Zielsetzung und Aufbau der Arbeitzu erreihen, wird als Regularisierung bezeihnet. Kapitel 7 erläutert die Problematikund gibt einen Überblik über die existierenden Regularisierungstehniken.Das zweite Ziel dieser Arbeit ist das Erreihen von netzunabhängigen, realitätsnahenErgebnissen mit dem neuen Materialmodell. Dies soll verwirkliht werden mit einer fürdie Praxis umsetzbaren und verständlihen Regularisierungstehnik.Als Basis wird die Bruhenergetishe Regularisierung genutzt. Bei der Verwendung derBruhenergetishen Regularisierung ist die geeignete Wahl einer äquivalenten Breite vonbesonderer Bedeutung. Es existieren in der Literatur zwar Vorshläge zur Wahl der äqui-valenten Breite, diese sind nah Ansiht des Autors jedoh unzureihend, dies zeigenBerehnungen in Abshnitt 7.4.4. Ein groÿes Problem in der Theorie der Bruhenerge-tishen Regularisierung ist in der Tatsahe zu nden, dass die genaue Bedeutung deräquivalenten Breite niht geklärt ist.Diese Arbeit geht neue Wege in diesem Themenkomplex:Es wird die These aufgestellt, dass die äquivalente Breite immer der Breite der Prozess-zone entsprehen muss, die sih bei der Simulation ergibt. Die Breite der Prozesszone inder Simulation wird mit hsim bezeihnet. Dies gilt in jeder einzelnen Belastungssituationder gesamten Belastungsgeshihte. Für einfahe Fälle wird die These in Abshnitt 8.2bestätigt. Die wihtigen Fragen sind erstens, ob diese These auh bei beliebigen, kom-plexen Systemen Gültigkeit hat und, zweitens, wie in solhen Systemen die Übereinstim-mung der äquivalenten Breite mit hsim erreiht werden kann. Anhand von Simulationender Versuhe an beidseitig gekerbten Probekörpern unter Zug-Shub Belastung werdendiese Fragen in Kapitel 8 intensiv untersuht. Die wesentlihen Fragestellungen und Zieleder Untersuhungen sind folgende: Wie beeinusst die Wahl der äquivalenten Breite die sih in der Simulation erge-bende Breite hsim der Prozesszone? Welhe harakteristishen Merkmale zeigt die Entwiklung der Breite hsim überden Belastungsverlauf? Wie kann ein Ansatz für die äquivalente Breite aussehen, der die Forderung erfüllt,dass die äquivalente Breite und hsim übereinstimmen? Welhen Einuss hat die Elementgröÿe? Welhen Einuss hat die Bruhenergie? Ergeben sih bei Erfüllung obiger These, d. h. bei Übereinstimmung der äquivalen-ten Breite mit hsim realistishe Simulationsergebnisse? Sind die Ergebnisse netz-unabhängig?An dieser Stelle sei explizit darauf hingewiesen, dass derartige Untersuhungen nahKenntnisstand des Autors bisher noh niht durhgeführt wurden. Die gewonnenen Er-kenntnisse in den Untersuhungen stellen einen groÿen Fortshritt im Verständnis derTheorie der Bruhenergetishen Regularisierung dar und, darüber hinaus, auh im ge-samten Feld der Lokalisierungsproblematik in Simulationen.10
Basierend auf den Erkenntnissen aus den Untersuhungen wird eine Erweiterung derBruhenergetishen Regularisierung vorgeshlagen, diese erhält den Namen AdaptiveBruhenergetishe Regularisierung. Es zeigt sih, dass bei Verwendung dieser Tehniknetzunabhängige Simulationen möglih sind, die eine für ingenieurtehnishe Anwen-dungen ausreihende Genauigkeit aufweisen.Den Abshluss der Arbeit bilden Anwendungen des neuen anisotropen Shädigungs-modell mit der erweiterten Regularisierung in Kapitel 9. Simuliert werden L-förmigeProbekörper nah [Winkler, 2001℄ und anshlieÿend Versuhe an exzentrish gekerbtenBiegeträgern nah [Jenq & Shah, 1988℄.
11
2 Das mehanishe Verhalten von Normalbetonunter Zugbelastung2.1 EinleitungIn Kapitel 1 wurden die Ziele dieser Arbeit ausführlih erläutert. Das endgültige Ziel istdie Modellierung von Tragwerken aus reinem Beton, die vorwiegend zugbelastet sind.Bevor man beginnt, Materialmodelle zu formulieren, muss das physikalishe Verhaltendes betrahteten Werkstos eingehend untersuht werden. Es müssen die harakteris-tishen Merkmale bestimmt werden, die das Verhalten des Werkstos bestimmen. Aufdiesen aufbauend kann dann eine Materialformulierung erfolgen. Die Untersuhung desVerhaltens von Beton unter Zugbelastung und die Ermittlung der wihtigen harakte-ristishen Eigenshaften ist das Ziel dieses Kapitels 2.Beton ist ein Kompositwerksto, der grob in Zushläge und Zementstein gegliedert wer-den kann. In dieser Struktur ist auh das typishe Zugtragverhalten von Normalbeton
Abbildung 2.1: Einaxialer Zugversuh nah Remmel [Remmel, 1994℄begründet, das in Abbildung 2.1 dargestellt ist. Es handelt sih um einaxiale Zugver-suhe an gekerbten Prismen für fünf vershiedene Betone nah [Remmel, 1994℄. Nahannähernd elastisher Materialantwort bis zum Erreihen der Zugfestigkeit folgt eineausgeprägte Entfestigung. Zur Erläuterung dieses Verhaltens werden zuerst die Eigen-shaften und das Verhalten einzelner Komponenten des Betons betrahtet, Abshnitt 2.2.Im folgenden Abshnitt 2.3 wird das Verhalten des Kompositwerkstos Beton unter ein-axialer Zugbelastung intensiv behandelt. Ausgehend von der detaillierten Darstellungder im einaxialen Zugversuh beobahteten Phänomene folgt in den Abshnitten 2.3.212
2.2 Aufbau und Eigenshaftenund 2.3.3 die Diskussion der harakteristishen Merkmale des Bruhprozesses. Es shlieÿtsih der Abshnitt Energiedissipation an, dessen Thematik bei der Modellierung vonBeton sehr bedeutend ist. Für die Modellierung wihtige Begrie wie ähenbezogeneBruhenergie oder volumenbezogene Bruhenergie werden eingeführt und diskutiert. Derdie Darstellung des einaxialen Zugverhaltens abshlieÿende Abshnitt 2.3.5 stellt nohexperimentell ermittelte Werte für die ähenbasierte Bruhenergie dar.Es shlieÿen sih Betrahtungen des Verhaltens unter einaxialer, zyklisher Belastungund unter mehraxialer Zugbelastung in den Abshnitten 2.4 und 2.5 an. Shlieÿlih folgtnoh in Abshnitt 2.6 die Darstellung einer weiteren wihtigen Thematik: das Verhaltenunter kombinierter Zug - Shubbeanspruhung. Die Thematik ist wihtig, weil die reali-tätsnahe Simulation derartiger Belastungen ein wesentlihes Ziel der Arbeit ist. Korrektsimuliert werden müssen beispielsweise Last-Verformungsbeziehungen und Rissverläufe.2.2 Aufbau und EigenshaftenNeben den zwei Phasen bestimmen Defekte und Poren das mehanishe Verhalten desKompositwerkstoes Beton. Darüber hinaus bildet sih eine Grenzshiht zwishen Zu-shlägen und Zementstein, die auh groÿen Einuss auf das mehanishe Verhalten hat.Zum Verständnis des mehanishen Verhaltens von Beton ist daher eine kurze Beshrei-bung der besonderen Merkmale von Poren, Zementstein und Grenzshiht sinnvoll: Poren:Zu den Poren, auh Fehlstellen genannt, zählen Luftporen aus dem Herstellungs-prozess, die mit Luftporenbildner eingeführten kugeligen Poren, die Kontaktzonen-porösität entlang der Zushlagsoberähe, auftretende Mikrorisse sowie Verdih-tungsporen. Zementstein:Die Hauptbestandteile des Zementes sind die Caliumsilikate C3S,C2S, Caliuma-luminat C3Al sowie Caliumaluminatferrit C4AlF . Aus der Reaktion dieser mitWasser, der Hydratation, entstehen die Hauptbestandteile des Zementsteins, dieCaliumsilikathydrate C3S2H3 und Caliumhydroxid CH . In Abbildung 2.2 ist dieEntwiklung des Zementes zum Zementstein vereinfaht dargestellt, wobei m denHydratationsgrad bezeihnet. Im Zementstein selbst sind auh noh Poren vor-handen. Dies sind wassergefüllte Kapillarporen, die mit zunehmender Hydratationabnehmen und sehr kleine Gelporen innerhalb der CSH Phase, auh CSH Gelgenannt, die im Rahmen dieser Arbeit ohne Bedeutung sind, da sie zu klein sind. Grenzshiht:Als Grenzshiht wird der Bereih zwishen unmittelbarer Oberähe des Zu-shlagskornes bis zum Erreihen der eigentlihen Zementsteinmatrix verstanden.Die wihtigsten Charakteristika der Grenzshiht sind zum einen eine höhere Ka-pillarporösität als beim Zementstein, verursaht durh einen Wasserlm auf derZushlagsoberähe, und zum anderen eine Haftzugfestigkeit zwishen Zementsteinund Zushlag von nur etwa 60 bis 70 Prozent der Zugfestigkeit des Zementsteins.Die Ursahe ist das Wahstum der Zementsteinmatrix nur vom Zementkorn aus.Auÿerdem behindert der Wasserlm das Wahstum der Zementsteinmatrix. 13
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hanis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Abbildung 2.2: Hydratation des Zementsteins2.3 Einaxiale Zugbelastung2.3.1 EinleitungDie Spannungs-Verformungsbeziehung eines zentrish gezogenen Prüfkörpers unter idea-len Prüfbedingungen ist in Abbildung 2.3 gegeben. Der Versuh wurde vershiebungsge-steuert durhgeführt.Es sind auh die Verteilung der Mikrorisse und das Ersheinen des Makrorisses für dreiBelastungsstufen qualitativ dargestellt. Bis zu Punkt A verhält sih die Probe annäherndlinear elastish und die Mikrorisse sind etwa gleihmäÿig über den Probekörper verteilt.Bei steigender Belastung bis zu Punkt B bildet sih eine Konzentration von Mikroris-sen ausgehend von einer Shwahstelle im Beton. In der Spannungs-Dehnungsbeziehungbeginnen nun die Spannungen abzunehmen bei weiter zunehmenden Verformungen, dieEntfestigung beginnt. Der räumlih begrenzte Bereih, in dem sih die Mikrorisse kon-zentrieren, wird als Prozesszone bezeihnet. In dieser Zone nehmen die Verformungen zu,auÿerhalb der Zone wird das Material entlastet, d. h. die Verformungen nehmen ab. Beiweiterer Belastung nimmt die Konzentration der Mikrorisse in der Prozesszone immermehr zu bis ein Makroriss aus der Vereinigung von vielen Mikrorissen entsteht, siehePunkt C. Diese Konzentration der entfestigenden Eekte in einem räumlih begrenztenBereih mit zunehmenden Verformungen wird als Lokalisierung bezeihnet.2.3.2 BruhprozessWährend des Abbindeprozesses entstehen vor allem im Bereih gröÿerer Zushläge Ei-genspannungen, die groÿ genug sind um die shwahe Grenzshiht an Kornrändernaufreiÿen zu lassen. Bei Aufbringen einer Belastung sind diese Mikrorisse oder sih ananderen Kornrändern neu bildende Mikrorisse der Beginn des Bruhprozesses. Unter14
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Abbildung 2.3: Verformungsverteilung beim einaxialen Zugversuh nah [Kessler-Kramer,2002℄Zugbelastung sind diese Mikrorisse vorwiegend senkreht zur Zugbelastung orientiert.Das die Mikrorisse umgebende Material wird höher belastet als Bereihe ohne Mikroris-se, sodass in der Nähe der Mikrorisse weitere neue Mikrorisse entstehen. Die Rissähenliegen dabei niht in einer Ebene, sondern sind gemäÿ dem Zushlagskorngefüge in derProzesszone räumlih verteilt. Mit zunehmender Belastung verdihten sih die Mikroris-se, der räumlihe Abstand nimmt ab und die Beanspruhung der Zementmatrix nimmtzu. Bei einem kritishen Wert reiÿt die Matrix zwishen den Zushlagskörnern durh. DasLastniveau des Aufreiÿens der Matrix hängt sehr vom Verhältnis der Grenzshihtfes-tigkeit zur Matrixfestigkeit ab. Dieses Aufreiÿen der Matrix ist ausgeprägt entfestigend,wobei die Matrixrisse immer wieder durh Zushlagskörner, Poren und andere im nähs-ten Abshnitt genauer beshriebene Mehanismen gestoppt werden, was den sukzessiven,niht shlagartigen Zugbruh begründet. Im zweiten Teil des entfestigenden Astes, demahen Teil, wird die noh aufnehmbare Spannung den Reibungskräften zugeshrieben,die beim Herausziehen der Zushlagskörner aus der Zementmatrix entstehen, und demRissbrükeneekt, vgl. [Remmel, 1994℄.Röntgentehnologishe Untersuhungen von Otsuka [Otsuka, 1993℄ zeigten, dass dieProzesszone durh feine, mehr oder minder parallel zum Hauptriss laufende Mikrorissegebildet wird. Der grau hervorgehobene Bereih in den Abbildungen 2.4 (a) bis (d) stelltfür vier vershiedene Kornverteilungen die Prozesszone dar, in der neben den sihtbarenMakrorissen viele Mikrorisse vorhanden sind. Der Gröÿtkorndurhmesser nimmt zu vonAbbildung 2.4 (a) bis (d). Es wird deutlih, dass eine Abhängigkeit zwishen Gröÿt-15
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(a) (b)
(c) (d)
Abbildung 2.4: Prozesszone für vershiedene Kornverteilungenkorndurhmesser und Prozesszonenbreite besteht. Die Prozesszone der Kornverteilungmit kleinstem Gröÿtkorn ist erheblih shmaler, vgl. Abbildung 2.4 (a), im Vergleih zuder Kornverteilung mit gröÿtem Korndurhmesser, vgl. Abbildung 2.4 (d). Die Breiteentspriht stets in etwa dem 1- bis 3-fahen des maximalen Gröÿtkorndurhmessers.Verantwortlih für die Entfestigung sind die Phänomene in der Prozesszone. Die Last-Vershiebungskurve der gesamten Probe beeinusst aber auh der intakt verbleibendeBeton. Bei abnehmender Spannung wird der intakt verbleibende Beton entlastet. DieGesamtvershiebung setzt sih somit aus der für jede Probenlänge gleih groÿen Verfor-mung der Prozesszone und der elastishen Rükverformung des verbleibenden, intaktenBetons zusammen. Je gröÿer der Probekörper, desto mehr elastishe Rükverformung,desto steiler wird der abfallende Ast in der Last-Vershiebungskurve der gesamten Pro-be. Der Bruhprozess spielt sih immer nur in einem kleinen lokalisierten Bereih statt.Der Lokalisierungseekt wurde beispielsweise in [Gopalaratnam & Shah, 1983℄ experi-mentell nahgewiesen. Ein gekerbter Prüfkörper wurde zentrish gezogen. Die Positionder Dehnmessstreifen und die Ergebnisse sind in Abbildung 2.5 dargestellt. Das ausge-prägte Entfestigungsverhalten ist an den Kurven der Aufnehmer 1-5 und 8-10 deutliherkennbar und auh die annähernd elastishe Rükverformung an den Aufnehmern 6-7.2.3.3 RissstopmehanismenDie Hauptursahe für das sukzessive und niht abrupte Versagen unter Zugbelastungliegt in den Mehanismen, die zu einem Stopp des Wahstums der Matrixrisse führen.Diese Mehanismen existieren sowohl auf Mikro-, als auh auf Mesobene. Abbildung 2.6zeigt die Mehanismen auf Mikroebene, wobei nur der reine Zementstein betrahtet wird.In Abbildung 2.6 (a) behindern Kristallgrenzen oder Hohlräume des Zementsteins dieRissentwiklung. Abbildung 2.6 (b) zeigt den Einuss der Struktur des CSH-Gels. Die ge-strihelte Linie stellt den Mikroriss dar. Oensihtlih ist das Wahstum des Mikrorissesenergieintensiv, da er einen Pfad zwishen den vershiedenen CSH-Gelzonen hindurhwählen muss.Mindestens ebenso groÿen oder gröÿeren Einuss haben die Mehanismen auf Meso-ebene. Prinzipiell sind hier zwei Mehanismen vorherrshend. Zum einen werden Span-nungskonzentrationen an der Rissspitze abgebaut, sobald der Matrixriss auf einen Hohl-raum trit, und zum anderen werden die Matrixrisse gestoppt beim Auftreen auf Zu-16
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Abbildung 2.5: Ergebnisse von einaxialen Zugversuhen aus [Gopalaratnam & Shah, 1983℄shlagskörner. Detailliert zeigt diese Zusammenhänge Abbildung 2.7:Risse, die auf ein Zushlagskorn treen, werden durh die höhere Zugfestigkeit der Zu-shläge gestoppt, Abbildung 2.7 (a). Beim Eindringen eines Risses in die Grenzshihtzwishen Zushlagskorn und Zementmatrix kann der Verbund versagen, Abbildungen 2.7(b)+(). Die Risslänge und somit auh der Energiebedarf für Risswahstum nehmen da-mit shlagartig zu. Darüber hinaus vermindert die meist runde Form der Zushlägedie Spannungskonzentration. Ähnlihes geshieht beim Auftreen eines Risses auf eineLuft-oder Kapillarpore, Abbildung 2.7 (d). Die Ausrundung reduziert die Spannungskon-zentration an der Rissspitze. In Abbildung 2.7 (e) ist noh das Eindringen eines Risseszwishen Zushlagskörner mit Verbundrissen dargestellt, was ebenfalls die Rissspitzen-spannungen mindert.Wihtig ist die Erkenntnis, dass die vershiedenen Rissbehinderungsmehanismen da-zu führen, dass Beton niht shlagartig sondern sukzessive briht. Es muss immer wiederneue Energie hinzugefügt werden, um den Bruhprozess aufreht zu erhalten. 17
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Abbildung 2.6: Rissstopmehanismen auf Mikroebene, [Shnetzer, 2000℄
Abbildung 2.7: Rissstopmehanismen auf Mesoebene, [Shnetzer, 2000℄2.3.4 EnergiedissipationDieser Abshnitt befasst sih mit qualitativen Merkmalen zur Beshreibung des Material-verhaltens unter Zugbelastung. Es werden sowohl Beziehungen für den gesamten Probe-körper, als auh nur für die Prozesszone dargestellt. Es wird insbesondere auf den wohlwihtigsten Aspekt eingegangen, die Energiedissipation.Abbildung 2.3 zeigt das Spannungs-Verformungsverhalten eines einaxialen Zugversuhes.Die Breite der Prozesszone, d. h. die Breite der Zone mit zunehmenden Verformungen inden Abbildungen 2.3 B und C wird mit hexp bezeihnet. Der Index exp repräsentiert dasWort Experiment und verdeutliht, dass es sih um die Breite der im Versuh beobahte-ten Prozesszone handelt. Für folgende Betrahtungen wird vereinfahend angenommen,dass diese Breite konstant bleibt. Des Weiteren wird das in Abbildung 2.3 dargestellteVerhalten nun zur Modellierung dahingehend idealisiert, dass lineare Elastizität bis zumErreihen der Zugfestigkeit angenommen wird.Unabhängig von der Probenlänge l wird innerhalb der Prozesszone immer die gleiheEnergie dissipiert, diese Annahme ist in weiten Teilen der Fahwelt akzeptiert. In Ab-bildung 2.8 sind die Spannungs-Verformungsbeziehungen für zwei Probekörper gegeben,wobei die Länge des ersten l1 = l beträgt und der zweite doppelt so lang ist, l2 = 2l.Bei Erreihen der Zugfestigkeit fct ist die Verformung der längeren Probe gröÿer, denndie elastishe Dehnung ǫct in beiden Proben ist zu diesem Zeitpunkt identish. Es gilt
δl1 = ǫctl < δl2 = 2ǫctl. Die Verformung δc, bei der keine Spannung mehr aufgenommenwerden kann, d. h. σ = 0, ist jedoh für beide Probekörper gleih, da die Gesamtverfor-mungen nur noh aus den Verformungen der Prozesszone bestehen. Obwohl sih die Formder Kurven untersheidet, ist die Flähe unter ihnen gleih. Die Flähe unter einer Kurveist die in der Prozesszone dissipierte Energie bezogen auf die Projektion der Prozesszonein Entfestigungsrihtung. Daher handelt es sih um eine Energie pro Einheitsähe. In18











σdǫm = l gf,l1 , (2.2)wobei die volumenbezogene Bruhenergie gf,l1 eingeführt wurde. Diese entspriht derFlähe unter der gemittelten Spannungs-Dehnungslinie des ersten Probekörpers. Ana-log lässt sih auh die volumenbezogene Bruhenergie des zweiten Probekörpers gf,l1ermitteln. Es ergibt sih gf,l1 = 2 gf,l2 wegen l2 = 2 l1. Oensihtlih sind also die volu-menbezogenen Energien niht unabhängig von der Probekörpergeomtrie und daher keineMaterialparameter. Abbildung 2.9 zeigt die gemittelten Spannungs-Dehnungslinien fürdie beiden Probekörper und verdeutliht diese Zusammenhänge.Der nähste Shritt sind Betrahtungen für die Prozesszone der Breite hexp. Nun wirdnur noh ein Probekörper mit der Länge l1 betrahtet. Die Spannungs-Verformungslinienur für die Prozesszone der Breite hexp zusammen mit der Spannungs-Verformungsliniefür den gesamten Probekörper zeigt Abbildung 2.10.Da der intakte Beton auÿerhalb der Prozesszone keine Energie dissipiert, sondern nurelastish entlastet, muss auh die Flähe unter der Kurve der Spannungs-Verformungslinieder Prozesszone gleih Gf sein. Somit ist die Flähe unter den zwei Kurven in Abbil-dung 2.10 gleih. In der Beziehung für die Prozesszone wird die Zugfestigkeit bei einerdeutlih geringeren Verformung erreiht als bei der Betrahtung des gesamten Probe-körpers mit der Länge l1, da zu diesem Zeitpunkt δh = ǫct hexp << ǫct l1 = δl1 gilt mit
hexp << l1. Die Verformung δc, bei der keine Spannung mehr aufgenommen werdenkann, ist für den gesamten Probekörper und die Prozesszone jedoh gleih, da zu diesemZeitpunkt auÿerhalb der Prozesszone keine Verformungen mehr vorhanden sind.Um die Spannungs-Dehnungsbeziehung der Prozesszone zu bestimmen, müssen nur dieVerformungen δh auf die Breite hexp der Prozesszone bezogen werden, dargestellt ist die-se Beziehung in Abbildung 2.11. Der abfallende Bereih der Kurve verläuft viel aherals die Kurven in Abbildung 2.9. Der Grund ist die erheblih gröÿere volumenbezogeneBruhenergie gf,h = Gfhexp in der Prozesszone verglihen mit der volumenbezogenen Bruh-energie gf,l1 = Gfl1 bzw. gf,l2 = Gfl2 der gesamten Probekörper. Einsetzen von hexp << l1und hexp << l2 verdeutliht dies.
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hanis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Abbildung 2.8: Spannungs-Verformungslinienfür Proben untershiedliherLänge Abbildung 2.9: Spannungs-Dehnungslinienfür Proben untershiedliherLänge
Abbildung 2.10: Spannungs-Verformungslinien von Gesamtprobe und von Prozesszone isoliertBisher wurde die Prozesszone anhand der über die Prozesszone gemittelten Spannungs-Verformungsbeziehung oder Spannungs-Dehnungsbeziehung beshrieben. Dies ist eineMöglihkeit. Eine weitere Möglihkeit, das Spannungs-Verformungsverhalten der Prozess-zone zu beshreiben, ist die Methode des ktiven Einzelrisses, die auf [Hillerborg et al.,1976℄ zurükgeht. Hier werden die Gesamtverformungen der Prozesszone aufgeteilt indie Rissönung w eines ktiven Einzelrisses und in elastishe Betonverformung, dies istin Abbildung 2.12 dargestellt. Die Rissönung des ktiven Einzelrisses ergibt sih sodurh Aufsummierung aller inelastishen Verformungen innerhalb der Prozesszone. Derverbleibende Bereih auÿerhalb von w in der unteren Abbildung von Abbildung 2.12wird als intakt angenommen. Abbildung 2.13 zeigt die Überlagerung der Spannungs-Rissweitenbeziehung mit der Spannungs - Verformungsbeziehung des in der Prozess-zone verbleibenden, intakt angenommenen Betons. Das Ergebnis der Überlagerung istdie über die Prozesszone gemittelte Spannungs-Verformungsbeziehung. Da der intaktangenommene Beton keine Energie dissipiert, muss die Flähe unter der Spannungs-Rissönungsbeziehung wiederGf entsprehen. Zur Formulierung der Form der Spannungs-Rissönungsbeziehung gibt es vershiedene Vorshläge in der Literatur und die wih-tigsten sind in Abbildung 2.14 dargestellt, [Gopalaratnam & Shah, 1983, Gustafsson,20
2.3 Einaxiale Zugbelastung
Abbildung 2.11: Spannungs-Dehnungslinie der Prozesszone isoliert1985,Gyltoft, 1984,Petersson, 1981℄.
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hanis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Abbildung 2.14: Vershiedene Vorshläge zur Beshreibung der Spannungs-Rissönungsbeziehung, [Duda, 1991℄
Abbildung 2.15: Abhängigkeit der Bruhenergie von Gröÿtkorndurhmesser, [Shnetzer, 2000℄Diese ist für eine Zugfestigkeit von fct = 4MNm2 als gestrihelte Linie in Abbildung 2.15dargestellt.
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2.4 Einaxiale, zyklishe Belastung2.4 Einaxiale, zyklishe BelastungIn diesem Abshnitt wird das Verhalten von Normalbeton unter einaxialer, zyklisherZugbelastung betrahtet. Zyklishe Belastungsversuhe wurden u.a. durhgeführt von[Gopalaratnam & Shah, 1983℄, [Reinhardt et al., 1986℄, [Yankelevski & Reinhardt, 1989℄.Abbildung 2.16 zeigt Ergebnisse von [Yankelevski & Reinhardt, 1989℄. Bei den Type IVersuhen wurde monoton belastet. Bei den Type II Versuhen wurde bei einer zykli-shen Lastgeshihte die Entlastung auf den Zugspannungsbereih begrenzt und bei denType III Versuhen wurde die Entlastung bis leiht in den Drukspannungsbereih fort-geführt. Beim letzten Versuhstyp IV wurde dagegen bis weit in den Drukbereih hineingefahren während eines Zyklus.Zum einen zeigen diese Ergebnisse, dass sih die Steigkeit des Beton nah Erreihender Zugfestigkeit deutlih verringert. Dies ist besonders gut an den Versuhen mit Ein-tritt in den Drukspannungsbereih zu erkennen. Eine zweite wihtige Erkenntnis ist dieRükgewinnung der ursprünglihen Steigkeit wenn sih die Dehnung unter Entlastungbei den Typ IV Versuhen dem Drukbereih nähert. Dies entspriht einem Shlieÿender Mikro- und Makrorisse unter Drukbelastung.Ein weiteres wihtiges Merkmal ist das Auftreten von bleibenden Verformungen aufden Entlastungspfaden. Zum besseren Verständnis der physikalishen Vorgänge wird einLastzyklus des Type IV anhand Abbildung 2.17 genauer betrahtet. es werden jeweilsdie Vorgänge an den markierten Punkten erläutert:
Abbildung 2.16: Zyklishe Zugversuhe nah [Yanke-levski & Reinhardt, 1989℄ Abbildung 2.17: EinzelnerBelastungszyklus1. Die Entlastung beginnt mit relativ steiler Neigung bis σ = 0. Dies sind die elasti-shen Rükverformungen der noh bestehenden Verbindungen in der Prozesszone.2. Bei σ = 0 sind geönete Mikro-, und Makrorisse vorhanden. Das System ist imGleihgewiht, ohne äuÿere Belastung. 23
2 Das mehanishe Verhalten von Normalbeton unter Zugbelastung3. Bei Aufbringen der Drukbelastung werden die Mikro-, und Makrorisse wiederzugedrükt. Sobald alle Risse geshlossen sind, ist die Ursprungssteigkeit wiedererreiht.4. Beim Ablassen der Drukbelastung entspannt der Drukzustand mit der Ursprungs-steigkeit bis σ = 0.5. Bei wiederbeginnender Zugbelastung önen sih die vorhandenen Risse wieder. Dadiese shon vorher geönet waren, geshieht dies mit sehr geringer Steigkeit.DiskussionAn Punkt 2 sind bei σ = 0 oensihtlih noh bedeutende Verformungen vorhanden.Dies sind aber keine wirklihen plastishen Verformungen des Materials, wie man siez. B. von Stahl kennt. Es handelt sih vielmehr nur um oene Mikro-, oder Makrorisse.Entsprehend wird in einem Lastzyklus auh nur wenig Energie dissipiert. Bei ehtenplastishen Materialien wie einem duktilen Stahl sind jedoh plastizierende Lastzyklensehr arbeitsinteniv, wie allgemein bekannt. Daher kann bei einer Modellierung auf dieErfassung dieser in oenen Defekten begründeten Verformungen verzihtet werden.2.5 Mehraxiale ZugbelastungDas Verhalten von Beton unter biaxialer Beanspruhung wurde u.a. untersuht von [Kup-fer, 1973,Tasuji et al., 1978,Hussein & Marzouk, 2000℄ und [Lee et al., 2004℄. In diesenArbeiten wird das Verhalten von Beton unter einer Vielzahl mögliher biaxialer Be-lastungszustände untersuht, d. h. Druk-Druk, Druk-Zug und Zug-Zug. Da in dieserArbeit das Zugverhalten von Beton im Mittelpunkt steht, werden hier nur die Ergebnisseim Zug-Zug Quadranten betrahtet. Die Ergebnisse von [Kupfer, 1973℄ sind in Abbil-dung 2.18 dargestellt, wobei es sih um Betone mit drei untershiedlihen Festigkeitenhandelt. Gezeigt sind der Druk-Zug Quadrant und der Zug-Zug Quadrant, betrahtetwird nahfolgend stets nur der Zug-Zug Quadrant. Der Beton mit der höhsten Festig-keit ist von geringerem Interesse, da er sih shon den hohfesten Betonen nähert. DieSpannungsverhältnisse σ1/σ2 = 1/0, σ1/σ2 = 1/0.23, σ1/σ2 = 1/0.54 und σ1/σ2 = 1/1wurden getestet. Kupfer zieht die Shlussfolgerung, dass die Festigkeit von Beton unterzweiaxialer Beanspruhung annähernd unabhängig vom Spannungsverhältnis σ1/σ2 ist.Bei genauerer Betrahtung der einzelnen Messpunkte könnte man aber auh, insbesonde-re für die beiden Betone mit geringerer Festigkeit, eine geringe Steigerung der Festigkeitfür die Spannungs-Verhältnisse σ1/σ2 = 1/0.23 und σ1/σ2 = 1/0.54 erkennen.In [Tasuji et al., 1978℄ wurden nur drei Spannungsverhältnisse σ1/σ2 = 1/0, σ1/σ2 =
1/0.5 und σ1/σ2 = 1/1 untersuht. Die Ergebnisse zeigt Abbildung 2.20. Nah Aussagenin [Tasuji et al., 1978℄ gibt es eine Festigkeitssteigerung unter biaxialem Zug im Vergleihzur einaxialen Zugfestigkeit von 10 − 20% für das Spannungsverhältnis σ1/σ2 = 1/0.5.[Hussein & Marzouk, 2000℄ untersuhten vor allem hohfeste Betone, aber auh einenNormalbeton, wobei die gleihen Spannungsverhältnisse wie bei [Tasuji et al., 1978℄gefahren wurden. Das Ergebnis zeigt Abbildung 2.19. Auh hier ist eine Festigkeitsstei-gerung für σ1/σ2 = 1/0.5 erkennbar. In [Lee et al., 2004℄ wurden vier Spannungsverhält-nisse betrahtet, σ1/σ2 = 1/0, σ1/σ2 = 1/0.2, σ1/σ2 = 1/0.5 und σ1/σ2 = 1/1. Es wurden24
2.5 Mehraxiale Zugbelastung
Abbildung 2.18: Ergebnisse aus [Kupfer, 1973℄
Abbildung 2.19: Ergebnisse aus [Hussein &Marzouk, 2000℄ Abbildung 2.20: Versuhsergebnisse aus [Ta-suji et al., 1978℄zwei Betone untersuht. Die Ergebnisse sind in tabellarisher Form in Abbildung 2.21dargestellt. Für den Beton mit der höheren Festigkeit ist eine leihte Festigkeitserhöhungfür σ1/σ2 = 1/0.2 und für den zweiten eine Festigkeitssteigerung für beide mittlerenSpannungsverhältnisse erkennbar.Aus den Ergebnissen der vershiedenen Autoren könnte die Shlussfolgerung gezogenwerden, dass Beton unter biaxialem Zug eine leihte Festigkeitssteigerung erfährt in etwabei den Spannungsverhältnissen σ1/σ2 = 1/0.2 bis σ1/σ2 = 1/0.6. Genauere Aussagen zudiesem Eekt benötigen ausführlihere Untersuhungen mit mehr Spannungsverhältnis-sen. Dieser Eekt würde zu einer konvexen Versagensähe von Normalbeton im Zug-ZugBereih führen. Näherungsweise ist jedoh eine konstante, vom Spannungsverhältnis un-abhängige Festigkeit, die der einaxialen Zugfestigkeit entspriht, eine gute Annahme.Neben den Versagensähen waren auh die Dehnungsverläufe der drei HauptdehnungenGegenstand obiger Untersuhungen. Die Ergebnisse aller Untersuhungen sind in diesemPunkt sehr ähnlih, sodass in Abbildung 2.22 nur ein Ergebnis von [Kupfer, 1973℄ gezeigtwird. Oensihtlih verlaufen die Dehnungen für alle Spannungsverhältnisse annäherndlinear bis zum Versagen. Nah [Kupfer et al., 1969℄ stimmen die experimentell ermit-telten Spannungen und Dehnungen mit wenig Abweihungen mit der Elastizitätstheoriefür ein isotropes Material überein. Man kann daher zusammenfassend sagen, dass sih25
2 Das mehanishe Verhalten von Normalbeton unter Zugbelastung
Abbildung 2.21: Versuhsergebnisse aus [Lee et al., 2004℄Beton unter biaxialer Zugbeanspruhung annähernd isotrop, linear elastish verhält biszum Erreihen der Festigkeit.
Abbildung 2.22: Hauptdehnungen für vershiedene Spannungsverhältnisse aus [Kupfer, 1973℄
Leider liegen bezüglih des dreiaxialen Zugverhaltens von Beton keine experimentellenDaten vor.26
2.6 Kombinierte Beanspruhung2.6 Kombinierte BeanspruhungThema dieses Abshnittes ist der Einuss von Shubbeanspruhungen auf den Bruh-prozess. Vershiedene Versuhe wurden durhgeführt, die sih grob in einige Grup-pen einteilen lassen. Vier-Punkt-Shub-Versuhe wurden u.a. von [Arrea & Ingraea,1982, Baºant & Pfeier, 1985℄ untersuht, Drei-Punkt-Shubversuhe von [Feist, 2004℄,Drei-Punkt-Biegebalkenversuhe mit exzentrish angebrahter Kerbe von [Jenq & Shah,1988, Swartz et al., 1988℄ und beidseitig gekerbte Proben mit kombinierter Shub-Zug-Beanspruhung von [Nooru-Mohamed, 1992℄ u.a. Die vershiedenen Versuhe sind inAbbildung 2.23 dargestellt. Die Ergebnisse der einzelnen Untersuhungen und insbeson-dere die Shlussfolgerungen sind vershieden, woraus fahlihe Auseinandersetzungenfolgten.Die wihtigsten Shlussfolgerungen der von [Baºant & Pfeier, 1985℄ durhgeführtenVersuhe waren, dass erstens ein Shubbruh existiert und zweitens: es muss eine Shub-Bruhenergie existieren, die etwa 30mal gröÿer ist als die Bruhenergie Gf unter ein-axialer Zugbelastung. Die ersten, die diese Aussagen in Frage stellten, waren [Ingraea& Saouma, 1985℄. Sie untersuhten ebenfalls den Balken von [Baºant & Pfeier, 1985℄und kamen zu dem Shluss, dass der Versagensmehanismus nur Mode I ist und nihtMode II. Weitere, oben angegebene Untersuhungen folgten und shlieÿlih setzte sihfolgende Meinung durh:In guter Näherung sind die Mode I Bruhparameter ausreihend um das Verhalten vonBeton unter kombinierter Beanspruhung zu beshreiben. Wenn jedoh die Shubspan-nungen in der Prozesszone groÿ werden im Vergleih zu den Normalspannungen, dannkönnen Reibungseekte und ein Shubübertrag über Zushlagskörner niht mehr ver-nahlässigt werden.[Shlangen, 1993℄ untersuhte die Problematik nohmals ausführlih. Beispielsweise be-zog er in den Versuhen von [Arrea & Ingraea, 1982℄ die im Versuh dissipierte Energieauf die Flähe der Risse, bzw. der Prozesszone. Hier ergab sih ein Wert, der nur wenigvon der Mode I Bruhenergie abweiht. Auÿerdem wurde festgestellt, dass sih die Risseimmer etwa in Rihtung der gröÿten Hauptspannungen öneten und sih der Einussdes Shubes auf eine Rotation der Hauptspannungen, bzw. Hauptdehnungen begrenzt.Ihre Shlussfolgerungen waren shlieÿlih:Der Bruhprozess von Beton unter kombinierter Zug-Shub Beanspruhung ist ein ModeI Prozess. Die Risse breiten sih in eine Rihtung aus, die zum gröÿten Teil bestimmtwird durh die maximalen Hauptspannungen und Shwahstellen im Material.Es stellt sih die Frage, ob es wirklih kein System gibt, bei dem das Versagen durh einAbsheren in der Prozesszone erzwungen werden kann. [Nooru-Mohamed, 1992℄ prüftedies. Die beidseitig gekerbten Probekörper wurden zentrish auf Zug belastet, bis einegegebene Oberähenrissönung erreiht wurde. Dann wurde diese Verformung konstantgehalten und die Prozesszone auf Shub belastet. Dies ist der Lastpfad 1. Seine Ergeb-nisse waren, dass für alle untersuhten Rissönungen der Probekörper mit Bildung vonneuen, diagonalen Rissen reagiert. Dies entspriht den Aussagen von [Shlangen, 1993℄.Bei seinen Versuhen mit dem Lastpfad 2 setzte er die Probe wieder unter zentrishenZug bis zu einer gewünshten Rissönung und entlastete dann bis die Zugkraft null war.Somit verblieben spannungsfreie Rissönungen. Nun wurde die Prozesszone durh Shub27
2 Das mehanishe Verhalten von Normalbeton unter Zugbelastungbelastet. Hier ergab sih ein Absheren in der Prozesszone ab einer spannungsfreien Riss-önung von etwa 250µm. Bei kleineren Rissönungen zeigten sih die diagonalen Rissewie im Lastpfad 1. Die Frage, ob Systeme existieren, bei denen ein Absheren in derProzesszone stattndet, lässt sih somit folgendermaÿen beantworten: Absheren in derProzesszone trat in Versuhen nur auf für weit geönete, spannungsfreie Risse, die aufreinen Shub belastet wurden. Eine derartige, erzwungene Konstellation kommt in realenStrukturen nur sehr selten vor.Zusammenfassend lassen sih folgende Aussagen treen:1. Der Bruhprozess von Beton unter kombinierter Zug-Shub-Beanspruhung ist einMode I Prozess.2. Die Risse breiten sih in eine Rihtung aus, die zum gröÿten Teil bestimmt wirddurh die maximalen Hauptspannungen und Shwahstellen im Material.3. Shubversagen tritt in realen Systemen so gut wie niht auf. Es ist nur möglih,wenn es erzwungen wird.2.7 Zusammenstellung der harakteristishen Merkmale desVerhaltens von Beton unter ZugbelastungIn diesem das Kapitel abshlieÿenden Abshnitt werden nohmals kurz alle in den letztenAbshnitten ausführlih erläuterten wihtigen Merkmale des Verhaltens von Beton unterZug zusammengestellt: das Verhalten unter einaxialer Zugbelastung mit den wihtigen Merkmalen Aniso-tropie, Entfestigung, Bildung einer Prozesszone mit Einshnürung bei fortshrei-tender Belastung und dem wihtigsten Merkmal, der für den Bruhprozess ver-brauhten Energie, der Bruhenergie; der zunehmende Steigkeitsverlust unter einaxialer, zyklisher Belastung; eine näherungsweise konstante Festigkeit unter biaxialer Zugbeanspruhung, dieder einaxialen Zugfestigkeit entspriht und das Verhalten unter kombinierter Zug-Shub-Beanspruhung mit gekrümmten Riss-pfaden, das sih aber als Mode I Prozess herausstellt.Alle diese Verhaltensweisen sollen bei einer Simulation anhand des neuen Shädigungs-modells erfasst werden.
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2.7 Zusammenstellung der harakteristishen Merkmale des Verhaltens von Beton unter Zugbelastung
Abbildung 2.23: Kombinierte Zug-Shub Versuhe
29
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3 Kontinuumsmehanishe GrundlagenIn vorherigem Kapitel wurden die harakteristishen Merkmale des Betonverhaltens un-ter vorwiegender Zugbelastung dargestellt und deren Hintergründe erläutert. Zur Be-shreibung dieses Verhaltens wird in Kapitel 5 ein anisotropes Shädigungsmodell formu-liert. Bevor mit der Ableitung dieses speziellen Modells begonnen werden kann, müssenjedoh noh die mehanishen Grundlagen und Beziehungen erläutert werden, die füreine sinnvolle Einbettung des in Kapitel 5 vorgestellten Shädigungsmodells erforderlihsind. In diesem Kapitel 3 werden vorwiegend allgemeinere, materialunabhängige Grund-lagen dargestellt.Begonnen wird mit der Erläuterung der relevanten Betrahtungsweisen, die dann dieEinführung der Kinematik und der Spannungstensoren ermöglihen. Basierend auf die-sen Gröÿen werden anshlieÿend die Bilanzgleihungen in Abshnitt 3.4 formuliert, diebei der Beshreibung und Lösung des mehanishen Feldproblems eine groÿe Rolle spie-len, vgl. z. B. Abshnitt 6.3.Darauf folgt eine Einführung in die Thermodynamik. Die Thermodynamik hat bei derFormulierung von Materialmodellen eine groÿe Bedeutung. Das grundlegende Konzeptder Verwendung von Zustandsvariablen, das den meisten Materialmodellen als theore-tishe Basis zu Grunde liegt, wird hier begründet und für Materialformulierungen sehrwihtige Gröÿen, wie beispielsweise die freie Energie, werden in der Thermodynamikdeniert.Bei der Formulierung der Ziele dieser Arbeit in Kapitel 1 wurde die Gültigkeit des erstenund zweiten Hauptsatzes der Thermodynamik gefordert. Die Hauptsätze werden hier er-läutert. Zudem wurde auh die Gültigkeit des Prinzips der maximalen Dissipationsrategefordert, dies wird in Abshnitt 3.6.3 diskutiert.Nah der Einführung in die Thermodynamik folgt als nähster Shritt der Einstieg in dieFormulierung von Materialgleihungen. In Abshnitt 3.7 werden allgemeine materialtheo-retishe Grundlagen erläutert. Unter anderen wird auh das Prinzip der lokalen Wirkungdargestellt, das in dieser Arbeit von besonderer Bedeutung ist und Probleme verursaht,vgl. Abshnitt 3.7.3.Den Abshluss der kontinuumsmehanishen Grundlagen bildet shlieÿlih die Ablei-tung der Elastizitätstheorie aus den allgemeineren Formulierungen in Abshnitt 3.8. DieGrundgleihungen der Elastizitätstheorie spielen bei der Formulierung des Shädigungs-modells eine wihtige Rolle, da unter anderem eine prinzipiell ähnlihe Struktur für diefreie Energie angenommen wird.3.1 Einleitung, Kongurationen, BetrahtungsweisenDie Kontinuumsmehanik beshäftigt sih mit der Untersuhung des Verhaltens vonKörpern unter äuÿeren Einwirkungen. Beispiele für möglihe äuÿere Einwirkungen sindRandvershiebungen, Kräfte oder thermishe Belastungen. Die wesentlihe Annahme der31
3 Kontinuumsmehanishe GrundlagenKontinuumsmehanik besteht darin, dass der atomare oder mikrostrukturelle Aufbauder Körper vernahlässigt werden kann. Es wird angenommen dass alle physikalishenGröÿen kontinuierlih über den Körper verlaufen, daher der Ausdruk Kontinuum. DerKörper sei aus zusammenhängenden Materialpunkten aufgebaut und die Kontinuums-mehanik betrahtet nun die physikalishen Gröÿen an jedem Materialpunkt, wobei diesedurh stetig dierenzierbare Tensorfunktionen des Ortes dargestellt werden. Prinzipiellgelten die Gesetzmäÿigkeiten für alle Aggregatzustände, d. h. für Festkörper, Flüssigkei-ten und Gase. Diese Arbeit beshränkt sih jedoh auf die Betrahtung von Festkörpern.Die allgemeine Theorie wird auÿerdem auf isotherme Prozesse beshränkt. Die Zusam-menhänge in diesem und den folgenden Abshnitten werden für beliebig groÿe Vershie-bungen und Verzerrungen beshrieben, da eine sinnvolle, strukturierte Ableitung derZusammenhänge dies erfordert. In einem späteren Abshnitt werden die Betrahtun-gen dann auf kleine Verzerrungen beshränkt. In der Praxis kommen zwar Systeme ausBeton mit groÿen Vershiebungen vor, die Verzerrungen sind jedoh meist klein. EinBeispiel wäre ein Kragbalken. Am freien Ende des Balkens mögen die Vertikalvershie-bungen groÿ sein, die Verzerrungen im Balken sind jedoh klein. Die Annahme kleinerVerzerrungen hat groÿe Auswirkungen bei der Formulierung von Materialgesetzen, vgl.Abshnitt 3.8. Die Literatur zum Themengebiet der Kontinuumsmehanik ist umfang-reih und ohne Anspruh auf Vollständigkeit sind [Betten, 1993℄, [Altenbah & Alten-bah, 1994℄, [Haupt, 2000℄, [Salenon, 2001℄, [Greve, 2003℄ oder auh [Parish, 2003℄ zunennen.In den folgenden Abshnitten werden viele Gröÿen nur eingeführt und niht im Detailabgeleitet, da dies ershöpfend in der oben angegebenen Literatur behandelt wurde. Diegenaue Ableitung erfolgt nur in ausgewählten, für das Verständnis wihtigen Fällen.Nah diesen einleitenden Worten werden in diesem Abshnitt nun noh die vershiedenenKongurationen und Betrahtungsweisen eingeführt.Ein Körper B bestehe aus der Menge zusammenhängender Materialpunkte M. An ers-ter Stelle steht die Wahl eines Betrahtungsraumes zur Beshreibung des Körpers B.Es wird der Euklidishe Raum R3 gewählt, beshrieben in kartesishen Koordinaten. Eswerden sowohl die symbolishe- als auh die Index-Shreibweise genutzt. In der Index-Shreibweise werden die kartesishen Basisvektoren jedoh nur angeshrieben, soferndies unbedingt erforderlih ist. Die Abbildung χ(M,t) beshreibt die Abbildung der rea-len Materiepunkte M zum Zeitpunkt t auf den Betrahtungsraum.Das Ziel ist die Beshreibung der aktuellen physikalishen Zustandsgröÿen des Körperszu einem beliebigen Zeitpunkt t, hierzu zählen beispielsweise die Vershiebung, die De-formation, die Geshwindigkeit und die Spannung. Hierfür wird in Abbildung 3.1 einKörper B betrahtet, der sih zu einem bestimmten Zeitpunkt t0 an einem bestimmtenOrt befand und sih zu einem späteren Zeitpunkt t an einem anderen Ort bendet. Esgibt vershiedene Möglihkeiten, die Zustandsgröÿen zu beshreiben, in diesem Rahmenwerden nur die zwei wihtigsten angeführt:1. Die Formulierung der Zustandsgröÿen geshieht anhand einer bestimmten Refe-renzkonguration B0 = χ0(B) des Körpers zu einem bestimmten Zeitpunkt t0. Fürjeden beliebigen Zeitpunkt t, der aktuell betrahtet wird, bleibt die Referenzkon-guration B0 des Körpers zum Zeitpunkt t0 konstant. Somit ist die Referenzkongu-32
3.1 Einleitung, Kongurationen, Betrahtungsweisen
Referenzkonfiguration
e ek Kbzw.Abbildung 3.1: Referenzkonguration and Momentankongurationration unabhängig von der Zeit t. Die Lage der materiellen Punkte zum Zeitpunkt
t0 wird künftig bezeihnet als
X := χ(M,t0) := χ0(M) . (3.1)Alle Zustandsgröÿen werden in Abhängigkeit von X deniert, diese sind die unab-hängigen Ortsvariablen. Diese Betrahtungsweise wird als Lagrangeshe Beshrei-bung oder auh als Materielle Beshreibung bezeihnet, da ein bestimmtes mate-rielles Teilhen über den Belastungsverlauf betrahtet wird.2. Die Formulierung geshieht mittels einer Momentankonguration Bt = χt(B) desKörpers zu einem beliebigen Zeitpunkt t, die sih mit der Zeit natürlih ändert unddamit abhängig ist von der Zeit t. Die Lage der materiellen Punkte zum Zeitpunkt
t wird künftig bezeihnet als
x := χ(M,t) := χt(M) . (3.2)Alle Zustandsgröÿen werden in Abhängigkeit von x deniert, nun sind diese dieunabhängigen Ortsvariablen. Diese Betrahtungsweise wird als Eulershe Beshrei-bung oder auh als Räumlihe Beshreibung bezeihnet, da ein bestimmtes Volu-men über den Belastungsverlauf betrahtet wird, das die Materieteilhen durh-laufen.Deutlih wird der Untershied der Betrahtungsweisen bei Betrahtung der Zeitableitun-gen: in Langragesher Beshreibung wird die zeitlihe Veränderung von Gröÿen ermit-telt, die ein bestimmtes Materieteilhen beshreiben; in Eulersher Beshreibung wirddie zeitlihe Veränderung von Gröÿen bestimmt, die ein bestimmtes Volumen beshrei-ben. Bei der genaueren Darstellung der Zeitableitungen in Abshnitt 3.4.1 werden dieseZusammenhänge nohmals ausführliher dargestellt. 33




X → x = Φt,t0(X)
(3.3)Abkürzend wird für die Bewegung des Materialpunktes
x = Φt,t0(X) = x(X, t) (3.4)geshrieben. Die Gröÿen und Gleihungen in den folgenden Abshnitten können in bei-den Betrahtungsweisen formuliert werden. Die für Festkörperprobleme geeignetere Be-shreibung ist die Lagrangeshe Beshreibung, da meist eine bekannte Referenzkongu-ration vorliegt. Daher ist die Lagrangeshe Darstellung aller Gleihungen und Gröÿendas Ziel dieses Kapitels. Es werden Gröÿen verwendet, die sowohl im Momentanzustandals auh im Referenzzustand deniert sind, wobei jedoh stets die Betrahtung eines be-stimmten Materieteilhens über den Belastungsverlauf bzw. den Zeitverlauf von Interesseist. Beispielsweise werden Verzerrungen anhand des Ausgangszustandes und anhand desMomentanzustandes deniert. Deren physikalishe Bedeutung ist gleih, es sind aberzahlenmäÿig vershiedene Gröÿen. Das bedeutet, die jeweiligen Gröÿen müssen korrektinterpretiert werden.Im Momentanzustand denierte Zustandsgröÿen werden mit Kleinbuhstaben und imReferenzzustand denierte Gröÿen mit Groÿbuhstaben oder mit Kleinbuhstaben unddem Index 0 gekennzeihnet. Koordinaten des Referenzzustandes sind gekennzeihnetdurh Groÿbuhstaben in den Indizes und Koordinaten des Momentanzustandes durhKleinbuhstaben. Die im Folgenden verwendeten imMomentanzustand denierten Gröÿensind häug abhängig von den Koordinaten x dargestellt. Diese sind jedoh niht die un-abhängigen Koordinaten, sondern können jederzeit durh x(X, t) ersetzt werden. DieKoordinaten X des Referenzzustandes sind die unabhängigen Koordinaten.3.2 Kinematik3.2.1 VershiebungenEs werden die Vershiebungen u eingeführt mit
Φt,t0(X) = x(X, t, t0) = X(t0) + u(X, t, t0) , (3.5)vgl. Abbildung 3.2. Die Vorgabe von zwei xen Zeitpunkten t und t0 vereinfaht dies zu
x(X) = X + u(X) . (3.6)Bei gegebener Ausgangsposition eines Teilhens bestimmen damit die Vershiebungendie Bewegung des Teilhens. Umshreiben und Bezug auf die Ausgangskongurationergibt die Vershiebung
u(X) = x(X) − X . (3.7)34
3.2 KinematikAnhand der Koordinaten des Momentanzustandes ergibt sih
u(x) = x −X(x) . (3.8)Es fällt auf, dass die Vershiebungen abhängig von den Koordinaten des Ausgangszustan-des, Gl. (3.7), und abhängig von den Koordinaten des Momentanzustandes, Gl. (3.8), dengleihen Namen u tragen, obwohl in vorigem Abshnitt die Bezeihnung von im Referenz-zustand denierten Gröÿen mit Groÿbuhstaben bestimmt wurde. Die Vershiebungensind ein Sonderfall, da sie identish sind, unabhängig von den Koordinaten, in denen siedeniert sind. Sie sind niht wirklih in einem Zustand deniert, sondern sie verbindendie beiden Zustände. Darum wird der gleihe Name genutzt.
Abbildung 3.2: Deformation zweier dierentiell naher Punkte3.2.2 DeformationDer Abstand zweier dierenziell naher Punkte im Ausgangszustand sei dX und der Ab-stand derselben Punkte im Momentanzustand sei dx, vgl. Abbildung 3.2. Die Beziehungzwishen dX und dx ist
dx = x(X + dX, t) − x(X, t) = ∂x
∂X
· dX. (3.9)Es wird angemerkt, dass dx niht das totale Dierential der Funktion x(X, t) darstellt,da die Zeit t niht verändert wurde bei der Änderung von x(X, t) zu x(X + dX, t). Dermaterielle Deformationsgradient F wird eingeführt mit
dx = F · dX (3.10)35




. (3.11)Interessant ist die ausführlihe Darstellung in Index-Shreibweise mit den Basen, F =
FiJ ei ⊗ eJ , da in dieser Darstellung gut erkennbar ist, dass eine Basis in der Referenz-konguration und eine in der Momentankonguration deniert ist. Tensoren, die dieseEigenshaften aufweisen, werden als Zweifeldtensoren bezeihnet.Die Verbindung zwishen dX und dx kann auh mittels der Vershiebungen u deniertwerden. Aus Abbildung 3.2 folgt
u + dx = dX + u + du (3.12)
dx = dX + du (3.13)




dx = dX · (I + ∂u
∂X
) , (3.15)mit dem Einheitstensor zweiter Stufe I. Vergleih von Gleihungen (3.10) und (3.15)ergibt
F = (I +
∂u
∂X
) . (3.16)Weiterführende Ableitungen wie beispielsweise die Denition des räumlihen Deformati-onsgradienten oder die polare Zerlegung des Deformationsgradienten sind beispielsweisezu nden in [Altenbah & Altenbah, 1994℄ oder [Parish, 2003℄.3.2.3 VerzerrungenUm mittels Stogesetzen Spannungen ermitteln zu können, müssen Verzerrungsmaÿeeingeführt werden. Der Deformationsgradient F beshreibt einen Deformationszustandeindeutig. Aus folgenden Gründen eignet er sih aber niht als Verzerrungsmaÿ: Bei einer Starrkörpertranslation ergibt sih F = I. Dies ist sehr ungünstig, da sihbei einer Starrkörperbewegung keine Spannungen ergeben dürfen und daher dasVerzerrungsmaÿ den Wert Null ergeben soll. Eine den Zustand eines Systems beshreibende Gröÿe darf nur vom physikali-shen Zustand des Systems abhängen, jedoh niht vom gewählten Koordinaten-system. Beim materielle Deformationsgradient ist dies jedoh niht immer der Fall,vgl. [Stein, 1992℄, [Parish, 2003℄. F ist im allgemeinen niht symmetrish. d. h. F 6= FT . In Stogesetzen werdenhäug der Cauhyshe Spannungstensor und der 2. Piola-Kirhhoshe Spannungs-tensor zur Beshreibung des Spannungszustandes genutzt. Da beide Symmetrieaufweisen, vgl. Abshnitt 3.4.3, ist auh ein symmetrishes Verzerrungsmaÿ zubevorzugen.36
3.2 KinematikBasis zur Ableitung eines geeigneteren Verzerrungstensors ist die Dierenz der Quadrateder dierentiellen Linienelemente dX und dx
dx2 − dX2 = FiLFiKdXLdXK − dXLdXKδLK








= (FiLdXLei) · (FjKdXKej)
= FiLFjKdXLdXKδij
= FiLFiKdXLdXK (3.18)und
dX2 = dXLeL · dXKeK
= dXLdXKδLK . (3.19)In diesen Gleihungen, wie in vielen folgenden, wurde die Einsteinshe Summenkonven-tion verwendet, die besagt: es wird über doppelt auftretende Indizes von eins bis dreisummiert, d. h. z. B. aijbil = a1jb1l + a2jb2l + a3jb3l.Der Tensor EL = ELLKeL ⊗ eK = 12(FiLFiK − δLK)eL ⊗ eK in Gl. (3.17) wird als Green-Lagrangesher Verzerrungstensor bezeihnet und erfüllt die obigen Forderungen. Beson-ders hinzuweisen ist darauf, dass der obere Index L beim Green-Lagrangeshen Verzer-rungstensor EL nur zur Kennzeihnung dient, der Index L steht für Lagrangeshe und eswird niht über diesen oberen Index L summiert. Zur klaren Untersheidung von demunteren Tensorindex L wurden vershiedene Shriftarten gewählt. Ausgedrükt durhdie Vershiebungen lautet der Green-Lagrangeshe Verzerrungstensor in Koordinaten-shreibweise:
EL = ELKLeL ⊗ eK := 12(uL,K + uK,L + uM,LuM,K)eL ⊗ eK . (3.20)Das Pendant zum Green-Lagrangeshe Verzerrungstensor in den Koordinaten des Mo-mentanzustandes ist der Almansishe Verzerrungstensor, dessen Ableitung analog ver-läuft:
e = eklek ⊗ el =
1
2
(uk,l + ul,k − um,kum,l)ek ⊗ el . (3.21)Aus den drei Komponenten ui, bzw. uI , des Vershiebungsfeldes lassen sih die sehsKomponenten eines Verzerrungstensors durh Dierenzieren bestimmen. Sind die Verzer-rungen bekannt, so lassen sih die Vershiebungen mittels Integration berehnen. UnterVoraussetzung eines eindeutigen Vershiebungsfeldes können demnah die Verzerrungenniht unabhängig voneinander sein. Dies wird erfasst durh die Forderung nah Gültig-keit von Kompatibilitätsbedingungen, vgl. z. B. [Lai et al., 1993℄.Für den Fall von gegebenen Vershiebungen werden die Verzerrungen durh Dierenzie-ren bestimmt und die Kompatibilitätsbedingung ist automatish erfüllt. Da das in dieser37






















. (3.25)Als dierentieller Shnittkraftvektor wird
dγ = ftda (3.26)38
3.3 Spannungstensoreneingeführt. Erforderlih ist auh der im Referenzzustand denierte Shnittkraftvektor dΓ.Bezug auf das Flähenelement dA im Referenzzustand ergibt den geshifteten Shnitt-spannungsvektor Ft:
dΓ = F−1 · dγ = FtdA . (3.27)Es sei darauf hingewiesen, dass sowohl dΓ als auh dγ denselben Beanspruhungszustanddes Materials beshreiben.Mit dem Begri shiften werden die Operationen bezeihnet, die eine bezüglih der Re-ferenzkonguration denierte Gröÿe in die Momentankonguration transformieren undumgekehrt. Der mathematishe Hintergrund ist stets der Übergang von Basen der einenKonguration zu denen der anderen. Die Basen werden stets ausgetausht anhand derBeziehungen el = F · eL und eL = F−T · el, für sehr ausführlihe Darstellungen diesbe-züglih siehe z. B. [Parish, 2003℄ oder [Haupt, 2000℄. Aus dem kleinen, den Momentan-zustand kennzeihnenden Index l wird der den Referenzzustand kennzeihnende Index Lund umgekehrt. Die einzelnen Transformationsvorshriften werden hier niht ausführliheingeführt, sondern nur verwendet.SpannungstensorenIn einem Materialpunkt deniert die Vielzahl von Shnittspannungsvektoren in allenmöglihen Rihtungen den Spannungszustand. Man kann zeigen, dass drei senkreht auf-einander stehende Shnittähen zur vollständigen Beshreibung des Spannungszustandesgenügen. Die neun Koordinaten der Shnittspannungsvektoren auf den drei Shnittä-hen ergeben dann die Maÿzahlen des Spannungstensors.Der im Momentanzustand denierte Spannungstensor wird mit s bezeihnet und wirdCauhy-Spannungstensor genannt. Er wird auh als wahrer Spannungstensor bezeih-net, da er die wahren im aktuellen Zustand anliegenden Spannungen im Materialpunktwiedergibt. Multiplikation des Cauhy-Spannungstensors s mit einem Normalenvektor nergibt den Shnittspannungsvektor ft der Shnittebene mit dem Normalenvektor n:
ft = s · n . (3.28)Zur Ableitung der Finite-Elemente-Methode kann beispielsweise das Prinzip der virtu-ellen Vershiebungen als Basis genutzt werden. Dieses wird für den Momentanzustanddeniert. Da das Prinzip der virtuellen Vershiebungen die Integration über das Volumenerfordert, müssen die Gröÿen jedoh auf den Referenzzustand transformiert werden, danur das Ausgangsvolumen bekannt ist. Der eingeführte Cauhy-Spannungstensor s benö-tigt daher auh einen Pendant im Referenzzustand. Als Ausgang wird der dierentielleShnittkraftvektor dγ angesetzt:
dγ = ftda
= s · nda
= s · da . (3.29)Zwei Gröÿen stehen in Gl. (3.29), die geshiftet werden müssen. Zum einen der dierenti-elle Shnittkraftvektor dγ, zum anderen das dierentielle Flähenelement da. Begonnen39
3 Kontinuumsmehanishe Grundlagenwerden soll mit da. So ergibt sih mit
da = det(F)F−T · dA (3.30)für Gl. (3.29)
dγ = det(F)s · F−T · dA
= P · dA . (3.31)
P ist der 1. Piola-Kirhhoshe Spannungstensor:
P = det(F)s · F−T . (3.32)Dieser ist ein Zweifeldtensor. Shlieÿlih ist noh der Shnittkraftvektor dγ zu shiftenmit
dΓ = F−1 · dγ
= F−1 · det(F)s · F−T · dA
= S · dA . (3.33)S ist nun der vollständig im Referenzzustand denierte 2. Piola-Kirhhoshe Spannungs-tensor:












3.4 Bilanzgleihungenoder anders ausgedrükt
Ṁ = 0 , (3.36)mit der Dihte ρ und dem Volumen v im aktuellen Zustand zum Zeitpunkt t und derDihte ρ0 und dem Volumen V im Ausgangszustand für t = t0. Genutzt wurde diematerielle Zeitableitung ˙(..), die für eine beliebige Gröÿe f , deren unabhängige Variablen





























. (3.38)Es hängt davon ab, ob f im Ausgangszustand oder im Momentanzustand deniert ist.Die unabhängigen Ortsvariablen bleiben jedoh X, darum die Bezeihnung materielleZeitableitung. Es tritt die Frage auf, warum die materielle Zeitableitung gewählt wird,wobei doh die Bilanzierung in der Momentankonguration verwendet wird. Dies liegtdaran, dass die Veränderung eines bestimmten Materieteilhens hier von Interesse istund niht die Veränderungen eines bestimmten Volumens im Raum. Daher müssen diemateriellen Koordinaten X konstant gehalten werden.Die lokale Aussage der Massenbilanz folgt zu


























3 Kontinuumsmehanishe GrundlagenNatürlih gilt auh ˙dm = 0, was folgende Bilanzen erheblih vereinfaht. Würde manüber Volumina bilanzieren, so komplizierten sih die Gleihungen, da ḋv 6= 0. Das heisst,es gilt
˙(Φdm) = Φ̇dm (3.42)aber





























































div(s) dv (3.48)und hieraus folgt die lokale Darstellung, die auh als erste Cauhy Bewegungsgleihungbezeihnet wird:
div(s) + ρ(f − ẍ) = 0 , (3.49)42
3.4 Bilanzgleihungenoder in Indexshreibweise:
sji,i + ρ(fj − aj) = 0 . (3.50)Die Transformation der räumlihen in die materielle Darstellung ist problemlos möglihund wird daher niht explizit angegeben. Es ergibt sih shlieÿlih
div(P) + ρ0(f − ẍ) = 0 (3.51)als die lokale Impulsbilanz in materieller Darstellung, wobei der 1. noh durh den2. Piola-Kirhhoshen Spannungstensor ersetzt werden kann:
div(F · S) + ρ0(f0 − ẍ) = 0 . (3.52)









(x × v)ρdv =
∫
v
ρ(x × f)dv +
∫
a
(x × fa)da . (3.54)Die Ableitung der lokalen Bilanz ergibt sih wie bei der Impulsbilanz, d. h. Umformenund Ansetzen des Gauss'shen Integralsatzes. Dies wird hier niht dargestellt, sondernnur die wihtigste Konsequenz aus der lokalen Drehimpulsbilanz angegeben:Aus der lokalen Drehimpulsbilanz lässt sih die Symmetrie des Cauhyshen Spannungs-tensors ableiten, vgl. z. B. [Greve, 2003℄:
sT = s (3.55)
sij = sji . (3.56)Durh wenige, weiterführende Betrahtungen folgt auh die Symmetrie des 2. Piola-Kirhhoshen Spannungstensors, siehe z. B. [Greve, 2003℄. 43
3 Kontinuumsmehanishe Grundlagen3.5 Linearisierung in den VershiebungenDie in den letzten Abshnitten 3.2 bis 3.4 abgeleiteten Gleihungen und Gröÿen sindallgemein gültig für beliebig groÿe Vershiebungen und beliebig groÿe Verzerrungen. InAbshnitt 3.1 wurde dargelegt, dass für die Modellierung von Beton eine auf kleineVerzerrungen reduzierte Theorie ausreiht. Eine Verzerrung kann als klein angesehenwerden, wenn die Vershiebungen klein sind und die Norm des Vershiebungsgradientenklein ist, genaueres siehe [Haupt, 2000℄. Die Auswirkungen dieser Reduzierung zeigensih in Kapitel 3.8.Für den Groÿteil der Berehnungen von Betonstrukturen ist darüber hinaus auh eineReduzierung auf kleine Vershiebungen vernünftig. Die Auswirkungen einer Reduzierungauf kleine Vershiebungen werden nun in diesem Abshnitt angegeben. Erreiht wird dieReduzierung auf eine Theorie mit kleinen Vershiebungen mit einer Linearisierung derallgemeinen Gleihungen und Gröÿen in den Vershiebungen u, vgl. [Stein, 1992,Haupt,2000,de Borst et al., 1995,Altenbah & Altenbah, 1994℄.Prinzipiell lassen sih alle bisher dargestellten Gröÿen und Gleihungen linearisieren,hier wird jedoh nur die Linearisierung der Verzerrungs- und der Spannungstensorenkurz dargestellt aufgrund derer Bedeutung im Rahmen der Finite-Elemente-Methode.Vor der Durhführung für einige wihtige Gröÿen in den folgenden Abshnitten wirddas Konzept der Linearisierung kurz rekapituliert:Die Taylor-Reihenentwiklung einer tensorwertigen Tensorfunktion G(B), die (m + 1)-fah stetig dierenzierbar ist, lautet um ein gegebenes Zentrum B0






























:: (B̄⊗ B̄) + ... (3.58)Leihtes Umshreiben der Gl. (3.57) ergibt













δnG(B0, B̄n) + Rm+1(B0, B̄) . (3.59)Der Anteil Lin[G]B0,B̄ = G(B0)+δG(B0, B̄) wird als Linearisierung der Funktion G(B)am Zentrum B0 in Rihtung B̄ bezeihnet und für kleine B̄ kann
G(B0 + B̄) ≈ Lin[G]B0,B̄ (3.60)44
3.5 Linearisierung in den Vershiebungenangenommen werden. Dieser Zusammenhang ist die Basis für die folgenden Betrahtun-gen.Linearisierung von Spannungen und VerzerrungenDie eingeführten Verzerrungs- und Spannungstensoren sind im allgemeinen Funktionendes unbekannten Vershiebungsfeldes u(X, t0, t), das in Gl. (3.6) eingeführt wurde. Eswird nun angenommen, dass Vershiebungen ū für beliebige Zeitpunkte t0, t und für be-liebige X klein seien, auÿerdem bezeihne man die Spannungs- und Verzerrungstensorenallgemein mit J(u). Für eine bestimmte Konguration gelte JA = J(uA) und durh dieAnnahme kleiner Vershiebungen ū gilt damit
J(uA + ū) ≈ Lin[J]uA,ū = J(uA) + δJ(uA, ū) . (3.61)Wählt man nun die Ausgangskonguration als besagte Konguration, so folgt mit uA =
u(X, t0, t = t0) = u(X, t0, t0) = u
0
J(u0 + ū) ≈ Lin[J]u(X,t0,t0),ū = J(u(X, t0, t0)) + δJ(u(X, t0, t0), ū) . (3.62)Für t = t0 gilt x = X und hieraus folgt u(X, t0, t0) = 0. Wenn darüber hinausSpannnungs- und Verzerrungstensoren gewählt werden, für die J(0) = 0 gilt, so wirdGl. (3.62) zu
J(u) ≈ δJ(u(X, t0, t = t0), ū) . (3.63)Es wurde niht u(X, t0, t = t0) = 0 eingesetzt, da hier zuerst dierenziert und danah
(X, t0, t0) eingesetzt wird. Bisher wurde eine Linearisierung bezüglih den Vershiebun-gen ausführlih mit Lin[J]u(X,t0,t0),ū beshrieben, d. h. es wurde linearisiert um das Zen-trum u(X, t0, t = t0) in Rihtung der kleinen Vershiebung ū. Da im Folgenden immerbezüglih der Ausgangskonguration mit u(X, t0, t = t0) die Linearisierung erfolgt, wirdvereinfahend für die Linearisierung in den Vershiebungen nur noh Lin[J]u geshrieben.Die VerzerrungstensorenEinsetzen des Green-Lagrangeshen Verzerrungstensor in Gl. (3.63) ergibt unter Verwen-dung des Gateaux Dierentials nah Anhang A.2.2









EL(u(X, t0, t = t0) + ǫū) . (3.64)Nutzt man niht die Denition von EL in den Vershiebungen, sondern im Deformati-onsgradient, vgl. Abshnitt 3.2.3, mit
EL(u(X, t0, t = t0) + ǫū) = EL(F(X + ǫū)) , (3.65)so folgt mit EL = 1
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(Grad ū + (Grad ū)T ) . (3.66)45
3 Kontinuumsmehanishe GrundlagenDies ist der allgemein bekannte linearisierte Verzerrungstensor
ǫ = Lin[EL]u = 1
2








(Grad ū + (Grad ū)T ) = ǫ . (3.69)Vergleih mit Gl. (3.66) zeigt den wihtigen Zusammenhang, dass für kleine Vershiebun-gen der Green-Lagrange-Verzerrungstensor und der Almansi-Verzerrungstensor identishsind.Die SpannungstensorenMittels gleiher Vorgehensweise werden die Spannungstensoren aus Abshnitt 3.3 in denVershiebungen linearisiert. Für eine ausführlihe Darstellung wird auf die Literaturverwiesen, vgl. z. B. [Stein, 1992℄. Die wihtige Aussage aber ist, dass wie bei den Ver-zerrungen, die vershiedenen eingeführten Spannungstensoren für kleine Vershiebungengleih werden:
σ = Lin[s]u = Lin[P]u = Lin[S]u , (3.70)mit dem linearisierten Spannungstensor σ.Auf analoge Art und Weise lassen sih alle anderen in vorigen Abshnitten dargestelltenGröÿen und Gleihungen in den Vershiebungen linearisieren. Das bedeutet, für kleineVershiebungen sind die im Referenzzustand denierten Gröÿen annähernd gleih denim Momentanzustand denierten Gröÿen. Dies lässt sih dahingehend deuten, dass fürkleine Vershiebungen eine Betrahtung am unverformten System erfolgen kann, also dieIntegration der Gleihungen mit den linearisierten Gröÿen über das Ausgangsvolumenerfolgen kann.3.6 ThermodynamikNah der Einführung der Kinematik, der Spannnungstensoren und der Bilanzgleihungenfolgt nun die Einführung in die Thermodynamik. Nah der Erläuterung der Hauptsätzeder Thermodynamik, Abshnitt 3.6.1, folgt die Einführung vershiedener für spätere Be-trahtungen benötigter thermodynamisher Potentiale und des Konzepts der Zustands-variablen in Abshnitt 3.6.2. Das neue Shädigungsmodell dieser Arbeit beruht auf demKonzept der Zustandsvariablen. Im die Thermodynamik abshlieÿenden Abshnitt 3.6.3wird das Prinzip der maximalen Dissipationsrate dargestellt.46
3.6 ThermodynamikDie nähsten drei Abshnitte haben bei der Formulierung des neuen Shädigungsmo-dells groÿe Bedeutung, da bei den Anforderungen an das Modell in Kapitel 1 sowohldie Gültigkeit der Hauptsätze der Thermodynamik als auh die Gültig des Prinzips dermaximalen Dissipationsrate gefordert wurden.3.6.1 Hauptsätze der ThermodyamikBei der Betrahtung eines abgeshlossenen Systems gibt es eine immer konstant blei-bende Gröÿe: die Gesamtenergie des Systems. Innerhalb dieses Systems kann beliebigesgeshehen, diese eine Gröÿe bleibt konstant. Vorerst lässt sih unter diesem Begri Ener-gie wenig vorstellen, man kann es als eine abstrakte Zahl ansehen, um ein System zubeshreiben. Die Gesamtenergie eines Systems teilt sih in vershiedene Energieformenauf: Gravitationsenergie, kinetishe Energie, Wärmeenergie, elastishe Energie, elektri-she Energie, hemishe Energie, Strahlungsenergie, Kernenergie und Massenenergie.Innerhalb eines abgeshlossenen Systems gibt es Energieumwandlungen, d. h. eine Ener-gieform nimmt ab, dafür nimmt eine andere um denselben Betrag zu. Die Summe allerEnergien bleibt jedoh gleih, d. h. die Gesamtenergie wird erhalten. Der erste Hauptsatzder Thermodynamik beshreibt diesen Satz der Energieerhaltung: Wird einem abgeshlossenen System weder Energie zugeführt noh Energie entzo-gen, so bleibt die Gesamtenergie des Systems immer konstant. Es gibt nur Um-wandlungen der Energieformen innerhalb des Systems. Ist ein System niht abgeshlossen und wird diesem System von auÿen Energiezugeführt, z. B. über mehanishe Arbeit oder Wärme, so erhöht sih die Gesamt-energie des Systems um eben diesen Betrag.Nun wird als System ein Körper betrahtet, natürlih ist dieser kein abgeshlossenes Sys-tem. Die Gesamtenergie des Körpers ist aufteilbar in die kinetishe Energie des Körpersund die innere Energie des Körpers, die alle verbleibenden, zuvor eingeführten Energienumfasst. Wird ein Anteil der Gesamtenergie während eines Prozesses niht verändert, sokann dieser von der Betrahtung ausgeshlossen werden. Im Rahmen der Betrahtungvon kontinuumsmehanishen Prozessen werden daher die elektrishe Energie, hemisheEnergie, Strahlungsenergie, Kernenergie und die Massenenergie von der Betrahtung aus-geshlossen. Auÿerdem werden nur quasistatishe Prozesse betrahtet. Daher ndet keineBeeinussung der kinetishen Energie des Körpers statt und diese wird somit ebenfallsaus der Betrahtung ausgeshlossen. Somit reduziert sih die zu betrahtende Energiedes Systems von der Gesamtenergie eines allgemeinen Systems auf eine innere Energie
U , die nur auf eine Änderung der Wärmemenge Q und auf die mehanishe Leistung Ẇder äuÿeren Kräfte reagiert. Diesen Sahverhalt stellt der erste Hauptsatz dar:
U̇ = Q̇+ Ẇ . (3.71)47
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Q · dA (3.75)Unter Verwendung des Gaussshen Integralsatzes, vgl. Gl. (3.47), folgt die lokale For-mulierung des ersten Hauptsatzes der Thermodynamik:
ρ0u̇ = ∇ ·Q + ρ0r + S : ĖL , (3.76)mit dem Nabla-Operator ∇(..). In vielen Fällen, auh in dieser Dissertation, steht aberniht die Frage nah der Gesamtenergie eines Systems im Mittelpunkt des Interesses,sondern wie viel Energie eines Systems für mehanishe Prozesse genutzt werden kann,d. h. die verfügbare, freie Energie. Damit wird die Frage erreiht, welhe Energieformist in welhe Energieform und in welhem Maÿe umwandelbar. Mit dieser Thematikbefasst sih der zweite Hauptsatz der Thermodynamik. Es ist niht jede Energieformin jede andere Energieform überführbar. Deutlih wird diese Aussage anhand der zweifolgenden Beispiele: Kinetishe und elastishe Energie können in Wärmeenergie umgewandelt werden.Beispielsweise wird die kinetishe Energie eines über den Boden rutshenden Steinsüber Reibung in Wärme umgewandelt. Wärmeenergie kann aber nur teilweise in mehanishe Arbeit umgewandelt werden,d. h. nur ein Teil der vorhandenen Energie ist verfügbar. Dies wird beispielsweiseüber den Wirkungsgrad von Mashinen ausgedrükt.48
3.6 ThermodynamikIn dieser Dissertation ist die Shlüsselfrage, wie viel Energie eines Systems zur Ver-rihtung mehanisher Arbeit zu Verfügung steht. In diesem Zusammenhang wird dieEntropie S = ∫
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Q·N dA und der Entropieproduk-tion im Innern Πs = ∫V ρ0πsdV , wobei θ die absolute Temperatur ist. Die in dieser Arbeitwihtige Energiedissipation bei beispielsweise plastishen oder shädigenden Prozessenwird im Entropieproduktionsanteil Πs erfasst. In dissipativen irreversiblen Prozessen gilt











Q ·N dA . (3.78)Für den Fall, dass keine Wärmequelle und kein Wärmestrom vorhanden sind, kann dieEntropie nur zunehmen oder konstant bleiben, aber niemals abnehmen:

















) (3.81)ergibt. Gl. (3.81) wird auh als Clausius-Duhem Ungleihung bezeihnet. Einsetzen vonGl. (3.76) in Gl. (3.81) ergibt noh die wihtige Darstellung der Clausius-Duhem Un-gleihung in der Form
ρ0θṡ ≥ ρ0u̇− S : ĖL . (3.82)Zur Erinnerung sei nohmals kurz gesagt, dass es sih hierbei um eine Aussage pro Vo-lumeneinheit handelt.Nur zum Verständnis sei angemerkt dass es auh Prozesse gibt, bei denen die Entro-pie abnimmt wie beispielsweise bei reversiblen Prozessen durh Wärmeabführung, d. h.
πs = 0 und vorhandener Wärmestrom. Für diese Dissertation ist jedoh der irrever-sible Prozess ohne Wärmequelle und Wärmestrom wihtig und in diesem Fall kann dieEntropie nur zunehmen oder konstant bleiben. 49
3 Kontinuumsmehanishe Grundlagen3.6.2 Thermodynamishe PotentialeIn Gl. (3.72) wurde die spezishe innere Energie u eingeführt. Danah wurde derenRate u̇ genauer betrahtet, um darzustellen, welhe Mehanismen die spezishe inne-re Energie u mit der Zeit t verändern. Eine Denition der spezishen inneren Energiewurde noh niht angegeben, was nun erfolgt. Verwendet wird hierfür das Konzept derZustandsvariablen. Ausführlih eingeführt wird dieses Konzept in [Coleman & Gurtin,1967, Lubliner, 1972,Truesdell & Noll, 1965,Kestin & Bataille, 1977℄ oder eher zusam-mengefasst in [Haupt, 2000℄. Einen Überblik über andere möglihe Konzepte wird bei-spielsweise in [Mauguin, 1992,Haupt, 2000℄ gegeben.In Rahmen des Konzepts der Zustandsvariablen wird angenommen, dass der thermody-namishe Zustand eines Materials durh einen Satz von sogenannten Zustandsvariablenbeshrieben ist. Der Name Zustandsvariable impliziert die wihtige Grundannahme die-ser Theorie, dass der thermodynamishe Zustand des Systems nur vom aktuellen Zustandaller das System beshreibenden Gröÿen abhänge. Der Weg, wie dieser Zustand erreihtwurde, hat keinen Einuss in dieser Theorie.Der thermodynamishe Zustand eines Materials an einem Ort x zum Zeitpunkt t seidurh die Entropie s, die Verzerrungen EL und eine geeignete Anzahl von zusätzlihen,unabhängigen Zustandsvariablen Rα eindeutig bestimmt. Die zusätzlihen Zustands-variablen Rα können Skalare, Vektoren oder auh Tensoren höherer Stufe sein. Fürjedes in Ersheinung tretende Phänomen wird eine zusätzlihe Zustandsvariable ein-geführt. Allgemein sind mit diesem Konzept viele Phänomene erfassbar, beispielsweisekönnten plastishe Dehnungen, Verfestigungsvariablen oder auh Shädigungsvariablenals zusätzlihe Zustandsvariablen gewählt werden. Da in dieser Arbeit die Shädigungs-theorie im Mittelpunkt steht, beshränken sih die zusätzlihen Zustandsvariablen aufShädigungsvariablen. Demzufolge ist der Ansatz für die spezishe innere Energie






∂EL ) : ĖL − ρ0 ∂u∂Rα ⊙ Ṙα ≥ 0 (3.84)mit einem geeigneten Produkt ⊙, das einen skalaren Wert ergibt. Da diese Gleihung fürjeden beliebigen Prozess gelten muss, folgen θ− ∂u
∂s




, S = ρ0
∂u
∂EL . (3.85)Die Variablen θ und S werden als thermodynamish konjugierte Variablen oder dualeVariablen zu den Zustandsvariablen bezeihnet. In gleiher Weise werden duale Variable





3.6 ThermodynamikDie Zustandsvariablen s,EL und Rα werden in der Literatur auh als thermodynamisheFlüsse und die dualen Variablen θ,S und Pα als thermodynamishe Kräfte bezeihnet.Die innere Energie u wird auh als ein thermodynamishes Potential bezeihnet. Einthermodynamishes Potential ist eine skalarwertige Funktion, die an jedem Punkt imRaum der Zustandsvariablen einen eindeutigen Wert annimmt. Aus einem thermody-namishen Potential zu einem bestimmten Zeitpunkt können alle thermodynamishenEigenshaften eines Systems zu diesem Zeitpunkt abgeleitet werden. Der Weg, wie die-ser Zustand erreiht wird, spielt keine Rolle. Die Existenz eines Potentials und damitdie Anwendbarkeit des Konzepts der Zustandsvariablen ist eine sehr wihtige Annahme,die für einen groÿen Teil aller Materialien gilt und auh in dieser Arbeit vorausgesetztwird. Beispielsweise reduziert sih allgemein elastishes Material mit dieser Annahmeauf hyperelastishes Material, vgl. [Stein, 1992,Wriggers, 2001,Haupt, 2000℄.Neben der inneren Energie wird nun ein weiteres wihtiges thermodynamishes Potentialeingeführt, die freie Helmholtzshe Energie ψ. Die freie Helmholtzshe Energie, oft auhnur freie Energie genannt, ist der Anteil der inneren Energie, der für mehanishe Arbeitgenutzt werden kann, sozusagen die für mehanishe Prozesse verfügbare Energie.Zur Ableitung einer Denition für die freie Energie muss an erster Stelle das Ziel derFormulierung genauer speziziert werden. Da nur die verfügbare Energie von Interesseist, soll keine Reaktion auf eine Änderung der niht mehanish verfügbaren Energiestattnden, d. h. die freie Energie soll niht von der Entropie s abhängig sein. Dies lässtsih mit einer Legendre Transformation erreihen, z. B. [Callen, 1961℄. Mit dieser lässtsih die Abhängigkeit der inneren Energie von den unabhängigen Variablen s,EL,Rαin eine Abhängigkeit θ,EL,Rα des neuen Potentials, der freien Energie, verändern. DieRehenvorshrift hierzu ergibt die freie Energie
ψ(θ,EL,Rα) = u(s,EL,Rα) − θs . (3.87)Einsetzen der Zeitableitung ψ̇ und der Zeitableitung u̇ der inneren Energie in Gl. (3.82)ergibt die Clausius-Duhem Ungleihung abhängig von der freien Energie:
S : ĖL − ρ0(ψ̇ + sθ̇) ≥ 0 . (3.88)Für isotherme Prozesse, d. h. θ̇ = 0, vereinfaht sih Gl. (3.88) noh zu
S : ĖL − ρ0ψ̇ ≥ 0 , (3.89)die als Bedingung positiver Dissipationsleistung bezeihnet wird. Wendet man diese Be-dingung auf ein Zeitintervall dt an,
S : dEL − ρ0dψ ≥ 0 , (3.90)so ist die Gröÿe (S : dEL−ρdψ) die dissipierte Energie im Zeitintervall dt. Bei reversiblenProzessen gilt
S : dEL − ρ0dψ = 0 (3.91)und bei irreversiblen Prozessen gilt
S : dEL − ρ0dψ > 0 . (3.92)51
3 Kontinuumsmehanishe GrundlagenDie eingeführte freie Energiedihte ψ ist auf eine Masseneinheit bezogen, da u auf eineMasseneinheit bezogen ist, vgl. Gl. (3.72) . Da in der Theorie der kleinen Verzerrungen dieDihte ρ als annähernd konstant angenommen werden darf, kann die volumenbezogenefreie Energie f eingeführt werden, vgl. z. B. [Mauguin, 1992℄:
f(θ,EL,Rα) = ρ0ψ(θ,EL,Rα) . (3.93)In dieser Arbeit werden die Betrahtungen auf kleine Verzerrungen beshränkt, vgl. Ab-shnitt 3.1, daher kann f im Folgenden genutzt werden. Damit wird der zweite Hauptsatzder Thermodynamik für isotherme Prozesse zu
S : ĖL − ḟ ≥ 0 . (3.94)Einsetzen von f(θ,EL,Rα) für isotherme Prozesse gibt
(S− ∂f






∂EL . (3.96)Deniert wird nun noh die Dissipationsleistung PDis anhand des zweiten Hauptsatzesund abhängig von der freien Energie:
PDis = S : Ė
L − ḟ ≥ 0
= −Pα ⊙ Ṙα ≥ 0 . (3.97)Um eine zu allgemeineren Ableitungen äquivalente Darstellung zu erhalten, werden nohdie dissipativen Kräfte Ξ und die dissipativen Flüsse ξ̇ eingeführt. Für den vorliegendenbeshränkten Fall der reinen Shädigung gilt
ξ̇ = Ṙα , Ξ = −Pα (3.98)und für allgemeinere Fälle siehe z. B. [Hesebek, 2000℄. So wird die Dissipationsleistungzu
PDis = Ξ⊙ ξ̇ ≥ 0 . (3.99)3.6.3 Prinzip der maximalen DissipationsrateDas Prinzip der maximalen Dissipationsrate [Ziegler, 1963,Ziegler, 1977,Mauguin, 1992℄kann als eine Erweiterung des zweiten Hauptsatzes angesehen werden. Der zweite Haupt-satz postuliert, dass ein Potential eines Systems einem Minimum zustrebt, meist han-delt es sih um die innere, die freie oder die Gesamtenergie. Hier sei angemerkt, dassdies im Allgemeinen eine Annahme ist, die nur für wenige Spezialfälle bewiesen ist.52
3.6 ThermodynamikIn [Stein, 1973℄ wird beispielsweise gezeigt, dass für reversible Systeme ein stabiler Gleih-gewihtszustand ein Minimum der Gesamtenergie fordert. Bei Materialmodellierungenwird häug ein Minimum der freien Energie gefordert. Das Prinzip der maximalen Dis-sipationsrate vershärft den zweiten Hauptsatz, indem es fordert, dass dieses Minimumshnellstmöglih erreiht wird, d. h. die Energiedissipation pro Zeitintervall maximal ist.Die Gültigkeit dieses Postulates zu fordern, ersheint aus folgenden Gründen vernünftig: Man betrahte zwei gegebene in einer Belastungsgeshihte folgende thermody-namishe Gleihgewihtszustände und setze bei beiden ein Minimum der freienEnergie voraus. Setzt man einen stabilen Prozess voraus, so ist der Weg vom ers-ten zum zweiten Gleihgewihtszustand wieder aufteilbar in Gleihgewihtszustän-de. Das Prinzip der maximalen Dissipationsrate besagt nun, dass auh in jedemGleihgewihtszustand auf dem Weg die freie Energie minimal ist. Dies ersheintphysikalish sinnvoll. Verletzt man das Prinzip, so sind auf dem Weg auh Gleih-gewihtszustände möglih, ohne dass die freie Energie minimal ist. Wieder werden die zwei Gleihgewihtszustände betrahtet. Wie im Folgenden ge-zeigt wird, so ist der Weg zwishen den beiden Zuständen unter Voraussetzungdes Prinzips der maximalen Dissipationsrate mit der Denition einer freien Ener-gie und einigen weiteren Gleihungen eindeutig bestimmt. Die Wihtigkeit dieserAussage ist darin begründet, dass die freie Energie und die weiteren Gleihun-gen Zustandsfunktionen sind, also nur vom aktuellen Gleihgewihtszustand ab-hängen und niht vom Weg, wie das eine Gleihgewiht ausgehend vom anderenerreiht wird. So ist der Weg zwishen zwei Gleihgewihten keine unabhängigeVariable mehr wie bei allgemeinen dissipativen Prozessen, sondern folgt unter Vor-aussetzung der Gültigkeit des Prinzips der maximalen Dissipationsrate direkt ausdem betrahteten Gleihgewihtszustand. Daher ist jeder momentane Zustand ei-nes Systems durh die Zustandsvariablen eindeutig bestimmt und die Annahmeder Existenz eines die Energie des Systems beshreibenden Potentials in letztemAbshnitt gerehtfertigt.
Abbildung 3.3: Konvexe Grenzähe
53
3 Kontinuumsmehanishe Grundlagen










) = Ξ⊙ ξ̇d
}
. (3.100)Hier sind Ξ alle möglihen Kräfte, die innerhalb einer Grenzähe F = 0 liegen. DieGrenzähe ist im Raum der dissipativen Kräfte deniert und untersheidet zwishenelastisher Materialantwort ohne Dissipation und Materialantwort mit Dissipation:
F (Ξ) < 0 Elastische Materialantwort ohne Dissipation
F (Ξ) = 0 Materialantwort mit DissipationZusammen ergibt sih so eine Maximierungsaufgabe der Dissipationsleistung PDis(Ξ)unter der Nebenbedingung F (Ξ) ≤ 0. Die Maximierungsaufgabe kann leiht in eineMinimierungsaufgabe von −Pdis(Ξ) umgewandelt werden, die mit den Kuhn-Tuker Be-dingungen gelöst werden kann. Im ersten Shritt wird das Lagrangefunktional
L(Ξ, λ̇) = −PDis + λ̇ F (Ξ) (3.101)unter Einführung des skalaren Multiplikators λ̇ formuliert. Die Lösung ist mit den klas-sishen Kuhn-Tuker Bedingungen gegeben, vgl. z. B. [Luenberger, 1984℄. Zum einenergibt sih die Evolutionsregel für die dissipativen Flüsse
∂L
∂Ξ
= 0 ⇒ ξ̇d = λ̇∂F
∂Ξ
(3.102)und zum anderen die Belastungsbedingungen
λ̇ ≥ 0 , F (Ξ) ≤ 0 , λ̇ F = 0 . (3.103)54
3.7 Materialtheoretishe GrundlagenDamit folgt aus dem Prinzip der maximalen Dissipationsrate mit Gl. (3.102) die Nor-malität im Raum der dissipativen Kräfte Ξ.Aus dem Prinzip der maximalen Dissipationsrate und der daraus abgeleiteten Norma-lenregel folgt noh eine zweite wihtige Forderung, die Forderung nah einer konvexenGrenzähe. Zur Erläuterung dieses Postulates wird zuerst Abbildung 3.3 mit einerkonvexen Grenzähe betrahtet. Die dissipative Kraft Ξd maximiert die Dissipations-leistung für einen gegebenen Fluss ξ̇d. Daher gilt mit jeder anderen Kraft Ξ, die sihinnerhalb oder auf der Grenzähe bendet
(Ξd − Ξ) ⊙ ξ̇d ≥ 0 , (3.104)mit einem Produkt (..)⊙ (..), das die skalare Form der Gleihung erfüllt. Die Forderungist erfüllt, da der Fluss ξ̇d mit der Dierenz der Kräfte (Ξd − Ξ) immer einen spitzenWinkel einshlieÿt. Nun wird in Abbildung 3.4 eine Grenzähe mit konkaven Bereihenbetrahtet. In diesem Fall ist es möglih, dass
(Ξd −Ξ) ⊙ ξ̇d < 0 (3.105)gilt. Dies widerspriht dem Prinzip der maximalen Dissipationsrate, da in diesem Fall dieDissipationsleistung (Ξ ⊙ ξ̇d) gröÿer ist als die vorher maximierte Dissipationsleistung
(Ξd ⊙ ξ̇d).Neben dem dargestellten Prinzip der maximalen Dissipationrate sind noh zwei weite-re Postulate zu nennen: das Irreversibilitätspostulat von Ilyushin und das DrukersheStabilitätspostulat, [Berezhnoi & Ivlev, 1981℄, [Druker, 1950℄, [Ilyushin, 1961℄. [Hese-bek, 2000℄ betrahtet die drei Postulate im Hinblik auf deren Auswirkungen für elasto-plastishe Modelle, elastishe Modelle mit Shädigung und elastoplastishe Modelle mitShädigung. In dem für diese Arbeit relevanten Fall der elastishen Modelle mit Shädi-gung fordern alle drei Postulate eine Normalenregel im Raum der dissipativen Kräfte Ξ.In diesem Fall entsprehen die dissipativen Kräfte der zur Shädigungsvariable dualenGröÿe.Da das Prinzip der maximalen Dissipationsrate das Strengste der drei Postulate darstelltund wie eine Erweiterung der beiden anderen ersheint, vgl. [Hesebek, 2000℄, werdendie zwei verbleibenden Postulate niht dargestellt.3.7 Materialtheoretishe Grundlagen3.7.1 EinführungDie bisher dargestellten Gleihungen und Gröÿen sind gültig für viele vershiedeneMaterialien. Zur vollständigen Formulierung des mehanishen Feldproblems für einenspeziellen Werksto werden daher noh Gleihungen benötigt, die die speziellen Charak-teristiken eines Materials erfassen. Dies sind die konstitutiven Gleihungen, die auh alsStogesetze bezeihnet werden. Zur Formulierung eines Stogesetzes für ein speziellesMaterial stellt die Kontinuumsmehanik einige Hilfsmittel bereit. Zum einen sind diesdie aus der Thermodynamik resultierenden Forderungen wie die Einhaltung des zwei-ten Hauptsatzes und die Erfüllung des Prinzips der maximalen Dissipationsrate. Zum55
3 Kontinuumsmehanishe Grundlagenanderen existiert eine Anzahl von allgemein gültigen Prinzipien, die eine systematisheFormulierung von Materialgesetzen ermöglihen.Der folgende Abshnitt beshränkt sih auf die Darstellung und kurze Erklärung dieserallgemein gültigen Prinzipien. In dieser Arbeit hat eines der Prinzipien, das Prinzip derlokalen Wirkung, groÿe Bedeutung. Die Verwendung dieses Prinzips wird daher ausführ-lih in Abshnitt 3.7.3 dargestellt.3.7.2 Allgemein gültige PrinzipienPrinzip der KausalitätAls ursähliher Grund für das mehanishe Verhalten eines Körpers werden die Bewe-gung x(X, t) und die Temperatur θ angesehen. Dies sind die unabhängigen Variablen.Werden Phänomene wie Shädigung oder Plastizität erfasst, so werden zusätzlihe un-abhängige Zustandsvariable Rα eingeführt. Alle sonstigen Variablen, die niht aus derBewegung oder der Temperatur abgeleitet werden können, aber im zweiten Hauptsatzder Thermodynamik, vgl. die Gln. (3.93) und (3.94), enthalten sind, sind die abhängi-gen Variablen. Dies sind die Spannungen S, die Entropie s, die freie Energie f und diedissipativen Kräfte Pα.In diesem Prinzip der Kausalität wurden als unabhängige Variable x(X, t), θ und Rαeingeführt. Betrahtet man die freie Energie f in Gl. (3.93), so sind aber EL, θ und Rαdie unabhängigen Zustandsvariablen. Die Wahl von x(X, t) als unabhängige Variableist allgemein gültig, die Wahl von EL jedoh niht. Nur unter Voraussetzung des spätereingeführten Prinzips der lokalen Wirkung darf x(X, t) durh EL ersetzt werden. Aus-führlih sind diese Überlegungen in Abshnitt 3.7.3 erläutert.Prinzip des DeterminismusDie Werte der abhängigen Variablen zu einem Zeitpunkt t sind durh die Geshihte derunabhängigen Variablen bis zum Zeitpunkt t bestimmt. Die Zukunft hat keinen Einuss.Prinzip der ÄquipräsenzAlle konstitutiven Gleihungen enthalten zunähst den gleihen Satz unabhängiger Va-riablen.Prinzip der materiellen ObjektivitätDie Materialgleihungen müssen unabhängig von der momentanen Bewegung des Be-obahters sein. Dies shlieÿt natürlih die Invarianz gegenüber Koordinatentransforma-tionen ein. Dieses Prinzip ist automatish erfüllt für eine Formulierung in objektivenGröÿen. Alle Gröÿen in materieller Betrahtung und auh die linearisierten Gröÿen sindobjektiv.Prinzip der materiellen SymmetrieAllgemein kann ein Material bei Belastung in eine Rihtung anders reagieren als in jedeandere Rihtung. Viele reale Materialen reagieren aber mit gleiher Materialantwort beivershiedenen Belastungsrihtungen, dies ist gleihbedeutend mit der Invarianz der dasMaterial beshreibenden Gröÿen gegenüber bestimmten Transformationen. Da ein Ob-jekt als symmetrish bezeihnet wird, wenn es gegenüber bestimmten Transformationen56
3.7 Materialtheoretishe Grundlagenunverändert bleibt, spriht man vom Prinzip der materiellen Symmetrie.Prinzip der lokalen WirkungDie Werte der abhängigen Variablen am Ort x zum Zeitpunkt t sind nur abhängig vonden unabhängigen Variablen am Ort x und in der räumlih näheren Umgebung von x.Prinzip des Einusses der ProzessgeshihteDieses Prinzip teilt die Materialien in drei Klassen auf:1. Materialien ohne jedes Gedähtnis: Die Werte der abhängigen Variablen zum Zeit-punkt t können bestimmt werden allein aus den unabhängigen Variablen zum Zeit-punkt t. Deren Geshihte hat keinen Einuss. Im Allgemeinen sind dies elastisheMaterialien.2. Materialien mit nahlassendem Gedähtnis: Zur Bestimmung der abhängigen Va-riablen zum Zeitpunkt t ist neben den Werten zum Zeitpunkt t auh die Geshihteder unabhängigen Variablen zu berüksihtigen. Ereignisse innerhalb dieser Ge-shihte haben umso weniger Einuss, je weiter sie zeitlih entfernt sind. Beispielesind viskoelastishe Materialien mit typishen Phänomenen wie Kriehen oder Re-laxation. Solhe Materialien sind immer abhängig von der Verformungsgeshwin-digkeit (rate-dependent).3. Materialien mit permanentem Gedähtnis: Bei diesen Materialien shwindet derEinuss von Ereignissen in der Prozessgeshihte niht mit zunehmender zeitliherDistanz vom betrahteten Zeitpunkt t. Solhe Materialien können sowohl abhängig,(rate-dependent), als auh unabhängig von der Verformungsgeshwindigkeit, (rate-independent), sein. Beispiele sind plastishe Materialien oder solhe, die geshädigtwerden. Das in Kapitel 5 formulierte Shädigungsmodell wird in dieser Theorieunabhängig von der Verformungsgeshwindigkeit formuliert.3.7.3 Anwendung einiger Prinzipien und weitere AnnahmenDas Prinzip der Kausalität besagt, dass sih im Fall dieser Arbeit für die konstitutivenGleihungen eine allgemeine Tensorform ℑ ergibt mit
ℑ = ℑ(x(X, t),S, θ, f, s,Rα,Pα) = 0 . (3.106)Dies vereinfaht sih für isotherme Prozesse zu
ℑ = ℑ(x(X, t),S, f,Rα,Pα) = 0 . (3.107)Das Prinzip der lokalen Wirkung setzt voraus, dass nur die nähere Umgebung eines Ma-terialpunktes dessen Zustand beeinusst. Betrahtet sei ein Materialpunkt am Ort X1.Nimmt man an, nur die Bewegungen der Materialpunkte im näheren Umfeld beeinussendas Verhalten des betrahteten Materialpunktes, so folgt für die Bewegungsgleihungender umliegenden Punkte für kleine Abstände ∆X:








· ∆X = x(X1, t) + F(X1, t) · ∆X (3.108)57
3 Kontinuumsmehanishe GrundlagenDie Bewegung der benahbarten Punkte kann so linear angenähert werden anhand derBewegung des betrahteten Materialpunktes selbst, x(X1, t), dessen Deformationsgradi-enten F(X1) und dem Abstand ∆X der benahbarten Punkte zum betrahteten Mate-rialpunkt. Wihtig für die Beurteilung des Materialverhaltens sind die Untershiede ∆xder Bewegungen von Materialpunkten, d. h. nur der rehte Summand F(X1)·∆X. Wähltman einen benahbarten Punkt anhand eines Abstandes ∆X aus, so muss nur der De-formationsgradient F(X1) bekannt sein, um ∆x zu bestimmen. Damit wird der Einussder Bewegungen der umliegenden Materiepunkte auf das Verhalten des Materiepunktesam Ort X1 ausreihend erfasst durh den Deformationsgradienten am Ort X1. So folgtfür die allgemeine Tensorform
ℑ = ℑ(F,S, f,Rα,Pα) = 0 . (3.109)Der Deformationsgradient ist jedoh keine objektive Gröÿe. Dem Prinzip der materiel-len Objektivität folgend wird daher der Green-Lagrangeshe Verzerrungstensor genutzt,woraus
ℑ = ℑ(EL,S, f,Rα,Pα) = 0 (3.110)folgt. Das Prinzip der lokalen Wirkung ist wihtig und vereinfaht die allgemeinen kon-stitutiven Gleihungen, vgl. [Haupt, 2000,Stein, 1992℄. Im Falle des Betons ist die Reht-fertigung des Prinzips jedoh problematish. Die Versuhsergebnisse zeigen, dass sih dieMikrodefekte in Bereihen konzentrieren und damit eine gewisse Fernwirkung bestehenmuss. Nutzt man das Prinzip dennoh, so zeigt sih der Fehler bei der Ausführung vonFE-Berehnungen in einer Netzabhängigkeit der Lösung. Auf das komplexe Problemfeld,das aus der Verletzung des Prinzips der lokalen Wirkung entsteht, wird in Kapitel 7 imDetail eingegangen.3.8 ElastizitätstheorieNah der Darstellung allgemeiner Prinzipien der Materialtheorie wird auf diesen aufbau-end die Elastizitätstheorie eingeführt, die für folgende Betrahtungen der Kontinuums-shädigungsmehanik bedeutend ist. Basis ist die allgemeine Tensorfunktion nah Gl.(3.110):
ℑ = ℑ(EL,S, f,Rα,Pα) = 0 . (3.111)Setzt man, wie hier geshehen, die Existenz einer freien Energie voraus, so spriht maneigentlih von hyperelastishem Material. Im Weiteren wird jedoh zur Vereinfahunghyperelastish als elastish bezeihnet. Bei elastishem Material reihen die Dehnungenals Zustandsvariablen aus, um den thermodynamishen Zustand zu einem gewünshtenZeitpunkt zu beshreiben. Damit vereinfaht sih die freie Energie zu f(EL), natürlihwieder für isotherme Prozesse. Damit vereinfaht sih Gl. (3.111) zu
ℑ = ℑ(EL,S, f(EL)) = ℑ(EL,S) = 0 . (3.112)In [Haupt, 2000℄ wird nahgewiesen, dass die Prinzipien des Determinismus, der materi-ellen Objektivität und der lokalen Wirkung für diese allgemeine Struktur erfüllt sind. InAbshnitt 3.1 wurde die Einshränkung auf kleine Verzerrungen festgelegt und begrün-det. An dieser Stelle zeigen sih die Auswirkungen. Die freie Energie f ist nur abhängig58
3.8 Elastizitätstheorievon den Verzerrungen EL. Für kleine gegebene Verzerrungen ĒL lässt sie sih linearisie-ren um eine Basis EL0, dies sind die Verzerrungen zum Zeitpunkt t0. Die entsprehendeTaylorreihe mit Abbruh nah dem quadratishen Glied lautet:
f(EL0, ĒL) = f(EL0) + ∂f(EL)∂EL ∣∣∣∣
EL
0
: (ĒL − EL0) + 12(ĒL −EL0) : ∂2f(EL)∂EL∂EL ∣∣∣∣
EL
0
: (ĒL − EL0) .(3.113)Die Konguration zum Zeitpunkt t0 sei die unbelastete Ausgangskonguration, damitgilt EL0 = 0 und f(EL0) = 0. Nah Gl. (3.96) folgt ∂f(EL)∂EL ∣∣∣
EL
0
= S0 und da die Ausgangs-konguration unbelastet ist, gilt S0 = 0. Somit wird das Taylorglied erster Ordnungauh zu null. Damit vereinfaht sih Gl. (3.113) zu










) ein Tensor 4.Stufe sein. So wird Gl. (3.114) für beliebige, kleine Verzerrungen EL zu
f(ELIJ) = 12ELIJEeIJKLELKL .Der eingeführte Tensor 4. Stufe EeIJKL wird als elastishe Steigkeit bezeihnet. Anstattder Bezeihnung Steigkeit werden auh oft die Bezeihnungen Steigkeitstensor, Sto-tensor oder Materialtensor gewählt. Eigentlih sind die Bezeihnungen Materialtensoroder Stotensor niht spezish genug, da man z.B. die später eingeführte Nahgiebig-keit auh als einen den Sto beshreibenden Tensor, also als Stotensor, auassen kann.Im Allgemeinen, und auh in dieser Arbeit, ist aber mit den Bezeihnungen Stotensoroder Materialtensor der Steigkeitstensor gemeint.Bisher wurde keine Bedingung für die Vershiebungen erfasst, d. h. Gl. (3.114) gilt fürbeliebige, auh groÿe Vershiebungen und kleine Verzerrungen. Setzt man neben kleinenVerzerrungen auh kleine Vershiebungen voraus, so werden EL durh ǫ und S durh σersetzt, vgl. Abshnitt 3.5. Damit folgen für das allgemeine Funktional nah Gl. (3.112)und für die freie Energie






ijklǫkl . (3.115)Im Allgemeinen werden derartige Ansätze in der Literatur für kleine Verzerrungen undkleine Vershiebungen formuliert. Um die Vergleihbarkeit zu erleihtern, werden abdiesem Kapitel nun auh in dieser Arbeit alle konstitutiven Gleihungen für kleine Ver-zerrungen und kleine Vershiebungen abgeleitet. Die Anwendung von auf diesem Wegeabgeleiteten Gleihungen für groÿe Vershiebungen ist aber problemlos möglih, es müs-sen nur die linearisierten Spannungs-, und Verzerrungsmaÿe durh den Green-Lagrange-,und den 2. Piola-Kirhhoshen-Tensor ersetzt werden, vgl. [Bathe, 1990℄. 59
3 Kontinuumsmehanishe GrundlagenDie Spannungen ergeben sih mit den Gln. (3.96, 3.115) zu
σij = E
e




. (3.117)Zusätzlih zu den Steigkeitstensoren werden noh die Nahgiebigkeitstensoren einge-führt, die deniert sind zu

















jilk. So reduziert sih die Anzahl unabhängiger Parameter von 81auf 21. Noh wurden keine Einshränkungen bezüglih der Symmetrieeigenshaften desMateriales vorausgesetzt. Mit dem aus 21 Parametern bestehenden Stotensor kannelastishes Material beshrieben werden, das für jede vershiedene Belastungsrihtunganders reagiert, d. h. allgemein anisotrop. Da viele reale Materialien jedoh Symmetrie-eigenshaften aufweisen, wird nun das Prinzip der materiellen Symmetrie genutzt, umausgehend vom Stotensor für allgemein anisotropes Material die Beziehungen für elas-tishe Materialien abzuleiten, die Symmetrieeigenshaften zeigen, vgl. z.B. [Stein, 1992℄Symmetrieeigenshaften eines Materials werden anhand von Symmetrieebenen erfasst.Transformationen des Materialtensors bezüglih dieser Ebenen dürfen den Materialten-sor niht verändern. Auf diese Weise entstehen Gleihungen, die die Zahl der 21 Para-meter weiter reduzieren. Detaillierte Ableitungen diesbezüglih nden sih z. B. in [Al-tenbah et al., 1996℄. An dieser Stelle werden nur die wihtigsten Folgerungen, bzw.Ergebnisse angegeben. Existiert eine Symmetrieebene, so spriht man von monotropemMaterial, die Anzahl der unabhängigen Parameter reduziert sih auf 13. Existiert eineweitere Symmetrieebene, die senkreht auf der ersten steht, so ist die Ebene, die senk-reht auf den beiden Symmetrieebenen steht, auh eine Symmetrieebene. Dieses wird alsorthotropes Material bezeihnet und die Anzahl der unabhängigen Materialparameter60
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Der Steigkeitstensor für linear elastishes, isotropes Material ist natürlih die Inversezu C0. Er erhält die Bezeihnung E0 und spielt für folgende Kapitel eine wihtige Rolle.In tensorieller Form, die folgende Kapitel erfordern, lautet dieser:
E0 = Λ0I ⊗ I + 2G0I⊗ I , (3.122)mit den Materialkonstanten Λ0 und G0 und einem speziellen Tensorprodukt nah An-hang A.2.1. Die Verbindungen der Konstanten zu den Ingenieurkonstanten E0 und ν0lauten
Λ0 =
ν0E0









4 KontinuumsshädigungsmehanikIn dieser Arbeit wurde bis zu diesem Punkt das Materialverhalten von Beton erläu-tert und die erforderlihen kontinuumsmehanishen Grundlagen, inklusive Thermody-namik, wurden dargestellt. Es wurden bisher jedoh nur allgemeine materialtheoretisheGrundlagen und die Elastizitätstheorie eingeführt. Über die Methodik, wie die speziellenharakteristishen Merkmale des Betonverhaltens, wie Mikrorisse und Entfestigung, mo-delliert werden sollen, wurde noh nihts ausgesagt. Als theoretishes Rahmenkonzeptwird hierfür die Kontinuumsshädigungsmehanik verwendet, die in folgenden Abshnit-ten ausführlih erläutert wird.4.1 EinleitungDas Verhalten von Normalbeton unter Zugbelastung wird maÿgeblih bestimmt durhVorgänge auf Mikro- und Mesoebene, die in Kapitel 2 dargestellt wurden. Dies sindvor allem die Neubildung und Vergröÿerung von Defekten. Die grundlegende Idee derKontinuumsshädigungsmehanik besteht darin, den Einuss dieser Vorgänge durh ma-kroskopishe Zustandsvariablen zu beshreiben. Diese zusätzlihen, makroskopishen Zu-standsvariablen erfassen die Defekte auf Mikro- und Mesoebene. Anhand dieser Variablenwird das reale Material mit Defekten auf ein eektives Material ohne Defekte abgebildet.Als Beginn der Kontinuumsshädigungsmehanik ist die Arbeit von [Kahanov, 1954℄ zunennen. Er führte die sogenannte Kontinuität φ̄ als innere, skalare Variable ein. Die De-nition war 1 ≥ φ̄ ≥ 0, wobei φ̄ = 1 intaktes und φ̄ = 0 vollständig zerstörtes Materialbedeutet. Hiermit war eine Basis geshaen, die Weiterentwiklung dieses Ansatzes lieÿjedoh einige Zeit auf sih warten. [Dougill, 1976℄ stellte seine elasti fraturing Theorieerst etwa zwanzig Jahre später vor. Diese enthält shon viele Elemente der heutigenKontinuumsshädigungsmehanik. In der Folgezeit wurde das Potential dieser Ansätzeerkannt und eine entsprehend stürmishe Entwiklung mit vielen Modellen setzte ein.Ohne Anspruh auf Vollständigkeit sind einige wihtige Namen: Chabohe, z. B. [Cha-bohe, 1979℄, [Chabohe, 1993℄, Murakami, z. B. [Murakami & Ohno, 1980℄, Krajinovi,z. B. [Krajinovi & Fonseka, 1981℄, Betten, z. B. [Betten, 1983℄, Cordebois, z. B. [Corde-bois & Sidoro, 1979℄, Simo, z. B. [Simo & Ju, 1987℄. Weitere, wihtige Meilensteine biszur heutigen Formulierung der Theorie sind zum einen die Einbindung in die allgemeineThermodynamik und in die Theorie der inneren Zustandsvariablen, maÿgeblihe Beiträ-ge hierzu sind z. B. [Krajinovi & Fonseka, 1981℄, [Lemaitre, 1991℄, und zum anderen dieEinordnung und Klassizierung der vershiedenen Modelle innerhalb eines theoretishenRahmenkonzeptes, [Carol et al., 1994℄.Ausgang zur Formulierung von konstitutiven Gleihungen im Rahmen der Kontinuums-shädigungsmehanik ist die allgemeine Tensorform nah Gl. (3.110):
ℑ = ℑ(EL,S, f,Rα,Pα) = 0 63
4 KontinuumsshädigungsmehanikWie in Abshnitt 3.8 angekündigt, werden alle Ableitungen für kleine Vershiebungenund kleine Verzerrungen durhgeführt. Die Übertragung auf groÿe Vershiebungen istjedoh problemlos möglih, wie shon im letzten Kapitel erwähnt, es müssen nur dielinearisierten Spannungs-, und Verzerrungsmaÿe durh den Green-Lagrange-, und den2. Piola-Kirhhoshen-Tensor ersetzt werden, vgl. [Bathe, 1990℄. Nah Kapitel 3.5 folgtdamit
ℑ = ℑ(ǫ,σ, f,Rα,Pα) = 0 . (4.1)Wählt man die zusätzlihe unabhängige Zustandsvariable Rα als eine allgemeine Shä-digungsvariable D∗, so folgt eine freie Energie der Form f(ǫ,D∗) nah Gl. (3.93). Wirddie duale Variable mit YD∗ bezeihnet, d. h. Pα = YD∗ , so ergibt sih
ℑ = ℑ(ǫ,σ,D∗, YD∗) = 0als grundlegende Tensorform für konstitutive Gleihungen in der Theorie der Kontinuums-shädigungsmehanik. Der erste Shritt, um von dieser allgemeinen Form zu shädi-gungsmehanishen Formulierungen zu gelangen, ist die Einführung eines eektiven Ma-terialzustandes und die Verknüpfung des eektiven Materialzustandes mit dem realenMaterialzustand. Zur Verknüpfung werden physikalishe Zusammenhänge angenommen,dies sind die Äquivalenzprinzipien. Nah einführenden Überlegungen zur Denition vonShädigung in Abshnitt 4.2 folgen vergleihende Betrahtungen vershiedener Äquiva-lenzprinzipien in Abshnitt 4.3 und ein Prinzip wird für das neue Shädigungsmodell inKapitel 5 ausgewählt. Überlegungen zur Symmetrie der Materialtangente bei Verwen-dung des ausgewählten Äquivalenzprinzips shlieÿen den Abshnitt 4.3 ab.Innerhalb der Äquivalenzprinzipen spielen Shädigungsoperatoren eine wihtige Rolle,die auf vershiedenste Art formuliert werden können, wobei jedoh vorher eine geeigneteShädigungsvariable zu wählen ist. In Abshnitt 4.4 wird für das Modell in dieser Arbeitdie Shädigungsvariable gewählt. Abshnitt 4.5 zeigt vershiedene Formulierungen fürden Shädigungsoperator, vergleiht diese und eine Formulierung wird ausgewählt.Zu einer vollständigen Theorie fehlen noh Gleihungen, die die Evolution der Shä-digung beshreiben. Es gibt vershiedene Konzepte zur Beshreibung dieser Evolution,beispielsweise kann dies anhand einer Evolutionsgleihung für die gewählte Shädigungs-variable geshehen, wie es shlieÿlih bei der Formulierung des neuen Shädigungsmodellsin Kapitel 5 erfolgt. Man kann die Entwiklung der Shädigung aber auh beshreiben,indem Evolutionsgleihungen direkt für die Steigkeit oder eine Shädigungsdehnung for-muliert werden. Diese vershiedenen Konzepte werden in Abshnitt 4.6 vorgestellt undes zeigt sih, dass alle Konzepte miteinander verknüpft sind, so dass sih ein theoreti-shes Gesamtgebilde ergibt. Werden nun Eigenshaften des Gesamtgebildes anhand einesspeziellen Konzeptes festgestellt, so lassen sih auh Aussagen treen, wenn man einesder anderen Konzepte verwendet. Eine solhe sehr wihtige Eigenshaft ist beispielswei-se die Symmetrie der Materialtangente, vgl. Abshnitt 4.6.4. Da diese Eigenshaft beider Formulierung des neuen Materialmodells in Kapitel 5 erwünsht ist, müssen diesetheoretishen Betrahtungen dargestellt werden.64
4.2 Zur Denition von Shädigung4.2 Zur Denition von ShädigungBezeihnet man die in Abshnitt 2.3 beshriebenen zum Bruh führenden Phänomeneals Shädigung, so lässt sih zusammenfassen, dass Shädigung der Vergröÿerung oderNeubildung von Hohlräumen entspriht. Diese werden auh als Defekte bezeihnet. Me-hanish deniert wird die Shädigung als die Flähe der Defekte auf einer repräsen-tativen Shnittähe des Materials. Abbildung 4.1 zeigt ein geshädigtes Material mit
Abbildung 4.1: Erläuterung des Shädigungskonzeptes nah [Lemaitre, 1991℄einem repräsentativen Volumenelement (RVE) am Ort M . δS sei die durh M und denNormalenvektor nδS denierte Shnittähe des RVE. Sei δSD die Flähe aller Defekteinnerhalb δS, so wird die Shädigungsvariable
DM,nδS =
δSD
δSeingeführt. Damit kann diese Variable physikalish als die eektive Oberähendihteder Mikrodefekte gesehen werden. Die verbleibende Flähe intakten Materials wird alseektive Flähe bezeihnet:
δSeff = (1 −DM,nδs)δS .Zeigt sih bei einem Material, dass die Shädigung am Ort M in alle Rihtungen gleihist, so verliert DM,nδS die Rihtungsabhängigkeit und es ergibt sih die einfahste Artvon Shädigung, die isotrope Shädigung DM . Setzt man für folgende Überlegungen denOrt M voraus, so folgt D als isotrope, skalare Shädigung.Eine Stufe allgemeiner ist die rihtungsabhängige Shädigung, jedoh mit nur einer Shä-digungsrihtung. Aus
DnδS = DnδS = dfolgt für diesen Fall der Shädigungsvektor d. Der nähste Shritt ist die Beshreibungvon rihtungsabhängiger Shädigung mit drei orthogonalen Shädigungsrihtungen. Ab-bildung 4.2 stellt dies anshaulih geometrish dar. Hier ergeben sih drei orthogonale,eektive Flähen
δSeff1 = (1 −DnδS,1)δS1
δSeff2 = (1 −DnδS,2)δS2
δSeff3 = (1 −DnδS,3)δS3 . 65
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DknδS,k ⊗ nδS,k .Möhte man noh allgemeinere Shädigungszustände beshreiben, so führt dies zu Shä-digungstensoren 4. Stufe, 8. Stufe oder auh zur Kombination von Shädigungstensorenvershiedener Stufe. Es shreibt z. B. [Lemaitre, 1991℄, dass zur Erfassung eines allgemeinanisotropen Shädigungszustandes eine Kombination von einem Skalar, einem Tensor 2.Stufe und einem Tensor 4. Stufe benötigt wird. Derart komplexe Konstruktionen sindniht mehr anshaulih darstellbar und Evolutionsgleihungen sind beinahe unmöglihzu formulieren. Damit verlieren sie ihre Relevanz in der Formulierung von konkretenMaterialmodellen für praktishe Berehnungen.4.3 Eektives Material und ÄquivalenzprinzipienDer physikalishe Grundgedanke der Kontinuumshädigungsmehanik ist die Einführungeines eektiven Materialzustandes. Der allgemeine Ansatz ist in Abbildung 4.3 darge-stellt. Es wird ein ungeshädigtes, eektives Kontinuum eingeführt, das mit dem realen,geshädigten Material über die Abbildung K = K(D∗) verknüpft ist. Die Abbildungist abhängig von einem Maÿ für die Shädigung D∗, das ein Skalar im isotropen Falloder auh ein Tensor in anisotropen Fällen sein kann. Der Operator K(D∗) dieser Abbil-dung wird als Shädigungsoperator bezeihnet. Die Formulierung von Grundansätzenfür die konstitutiven Gleihungen für beide Zustände ist der nähste Shritt. Für dasreale Material wird angenommen, dass die Grundstruktur eines elastishen Materialserhalten bleibt und nur der Materialtensor niht mehr konstant, sondern abhängig vonder Shädigung ist. Es wird die Existenz eines Potentials, einer freien Energie f , vor-ausgesetzt. Als Struktur der freien Energie wird die Struktur für elastishes Materialnah Gl. ( 3.115) gewählt. Es wird jedoh die elastishe Steigkeit Ee durh eine ge-shädigte Steigkeit E ersetzt, die von der elastish, isotropen Steigkeit E0 und dem66
4.3 Eektives Material und Äquivalenzprinzipien





ǫ : E(E0,D∗) : ǫ (4.2)Die Spannungen folgen zu
σ = E(E0,D∗) : ǫ .Mit der Denition der Spannungen und dem Einführen einer geshädigten Nahgiebigkeit













σeff : C0 : σ
eff (4.4)
→ σeff = E0 : ǫeff .Zusammenfassend ergibt sih so als physikalishes Grundgerüst
σ = E(E0,D∗) : ǫ ⇔ K(D∗) ⇔ σeff = E0 : ǫeff .Eine wesentlihe Aufgabe, die nun folgt, ist die Grundannahme einer physikalish sinn-vollen Verknüpfung der beiden Zustände. Dies sind die im folgenden dargestellten Äqui-valenzprinzipien. Die drei grundlegenden Äquivalenzprinzipien, die nun kurz vorgestelltwerden, sind das Prinzip der äquivalenten Dehnungen, das Prinzip der äquivalentenSpannungen und das Prinzip der äquivalenten Energie.4.3.1 Prinzip der äquivalenten DehnungenAngenommen wird, dass die Dehnungen und die eektiven Dehnungen gleih sind.
ǫeff = C0 : σ
eff = C : σ = ǫ (4.5)
C0 ist die elastish isotrope Nahgiebigkeit und C = C(C0,D∗) die geshädigte Nah-giebigkeit. Nun wird angenommen, dass der Shädigungsoperator eine lineare Abbildung67
4 Kontinuumsshädigungsmehanikvom Raum der Spannungen in den Raum der eektiven Spannungen ist. Daher ist Kein Tensor 4. Stufe.
σeff = K(D∗) : σ (4.6)Einsetzen von Gl. (4.6) in Gl. (4.5) ergibt den Zusammenhang zwishen Operator K undder geshädigten Nahgiebigkeit:
ǫeff = C0 : K(D∗) : σ = C : σ = ǫ
→ C0 : K(D∗) = C .Interessante Einsiht in die Struktur dieses Prinzips ergibt sih bei Betrahtung des ein-axialen Falles mit dem Ansatz isotroper Shädigung, d. h. D∗ = D. Der Shädigungsope-rator ist für diesen Fall sehr einfah, nämlihK(D) = (1−D)−1, wobei der Tensor vierterStufe K durh den skalaren Operator K ersetzt wurde. Einsetzen von σeff = (1−D)−1σin σeffAeff = σA und Auösen nah D ergibt
D = 1 − A
eff
A
. (4.7)Dies entspriht der geometrish abgeleiteten skalaren Shädigungsvariable des letztenAbshnittes. Entsprehendes gilt auh für den Shädigungstensor 2. Stufe.Für einen allgemeinen Shädigungstensor D∗ kann mit diesem Ansatz aber die Steigkeitunsymmetrish werden, was thermodynamish unzulässig ist. Nah [Cordebois & Sido-ro, 1982℄ existiert eine elastishe Energie nur für eine symmetrishe Steigkeit. [Carolet al., 1994℄ begründen die Unzulässigkeit damit, dass die Energieerhaltung bei zykli-shen Belastungen elastisher Materialien verletzt wird für unsymmetrishe Steigkeit.Um dies zu korrigieren, gab es vershiedene Ansätze. [Chabohe, 1979℄ beispielsweiseshlägt folgende Form für K vor mit dem Einheitstensor 4. Stufe I4 = I⊗ I, mit demin Anhang A.2.1 denierten Tensorprodukt, und der speziellen Wahl von D∗ als einenTensor 4. Stufe D4:
K = (I4 − D4)−1 .Damit ergeben sih für die Nahgiebigkeit C und die Steigkeit E:
C = C0 : (I
4 − D4)−1 E = (I4 − D4) : E0 .Für diese Formulierung leitet [Chabohe, 1979℄ eine spezielle Klasse von Shädigungs-tensoren ab, welhe die Symmetrieforderung an die Steigkeit erfüllen.4.3.2 Prinzip der äquivalenten SpannungenIm Prinzip der äquivalenten Spannungen wird angenommen, dass die Spannungen unddie eektiven Spannungen gleih sind:
σeff = E0 : ǫ
eff = E : ǫ = σ .Der Shädigungsoperator sei eine lineare Abbildung vom Raum der Dehnungen in denRaum der eektiven Dehnungen
ǫeff = K−1(D∗) : ǫ68
4.3 Eektives Material und Äquivalenzprinzipienund für den geshädigten Materialtensor folgt damit
E0 : K
−1(D∗) = E .Wie auh beim Prinzip der äquivalenten Dehnungen kann sih ein unsymmetrisherMaterialtensor ergeben. Einsiht in die Struktur dieses Prinzips ergibt sih wieder beiBetrahtung des einaxialen Falles mit dem Ansatz isotroper Shädigung D∗ = D. AlsShädigungsoperator wird wieder der obige Standardansatz gewählt, K(D) = (1−D)−1.Aus σeffAeff = σA folgt Aeff = A. Oensihtlih hat hier D eine völlig andere Bedeutungals die im letzten Abshnitt abgeleitete geometrishe, nämlih
D = 1 − ǫ
eff
ǫ








σ : C : σ = f .Unter der Annahme eines linearen Operators K zur Verbindung zwishen den Spannun-gen und den eektiven Spannungen lautet der Ansatz












K(D∗) : σ : C0 : K(D∗) : σ = 1
2




σ : KT (D∗) : C0 : K(D∗) : σ = 1
2
σ : C : σ
→ KT (D∗) : C0 : K(D∗) = C ,wobei D∗ ein Shädigungstensor beliebiger Stufe ist. Bezüglih der Symmetrie von Cgelten folgende Betrahtungen. Ausgeshrieben ist die Bestimmungsgleihung für C:
C = KTijklC
0
klmnKmnopei ⊗ ej ⊗ eo ⊗ ep = Cijopei ⊗ ej ⊗ eo ⊗ ep .Anhand der transponierten Nahgiebigkeit lässt sih die Symmetrie der Nahgiebigkeitzeigen:





opklei ⊗ ej ⊗ eo ⊗ ep = KTijmnC0klmnKklopei ⊗ ej ⊗ eo ⊗ ep
= KTijmnC
0
mnklKklopei ⊗ ej ⊗ eo ⊗ ep = C . (4.10)69
4 KontinuumsshädigungsmehanikDamit ist die Hauptsymmetrie der geshädigten Nahgiebigkeit C für jeden beliebigenOperator K gegeben und auf gleihem Weg lässt sih unter Ansatz der Helmholtzshenfreien Energie die Symmetrie der geshädigten Steigkeit E nahweisen. Für die Steig-keit gilt
E = K−1 : E0 : K
−T . (4.11)Die sih automatish ergebende Symmetrie der geshädigten Steigkeit ist ein groÿerVorteil des Prinzips der äquivalenten Energie gegenüber den beiden anderen. SonstigeBeziehungen zwishen nominalen und eektiven Maÿen sind leiht abzuleiten: zuerst zuden Spannungen
σeff = K : σ
K−1 : σeff = K−1 : K : σ
K−1 : σeff = σ ; (4.12)für die Dehnungen gilt nah Einsetzen von σeff = E0 : ǫeff und Gl. (4.11) in Gl. (4.9)
E0 : ǫ
eff = K : K−1 : E0 : K
−T : ǫ
ǫeff = K−T : ǫund entsprehend KT : ǫeff = ǫ. Nohmals zusammengefasst sind die vier Beziehungen:
σeff = K : σ, σ = K−1 : σeff (4.13)
ǫeff = K−T : ǫ, ǫ = KT : ǫeff .Einsiht in die Struktur dieses Prinzips ergibt sih wieder bei Betrahtung des einaxialenFalles mit dem Ansatz isotroper Shädigung D∗ = D. Als Shädigungsoperator wirdwieder der obige Standardansatz gewählt, K(D) = (1 −D)−1. Es ergeben sih folgendeBeziehungen:
D = 1 − A
eff
A
D = 1 − ǫ
eff
ǫ











.Somit liegen hier drei physikalishe Grundannahmen zugrunde: Die Shädigung reduziert die lastübertragende Flähe auf die eektive Flähe. Da die gleihe Kraft über den eektiven Quershnitt wie über den Gesamtquer-shitt übertragen werden muss, ist die eektive Spannung gröÿer. Die Gesamtverformung setzt sih zusammen aus der Önung der Defekte und derelastishen Dehnung des eektiven Materials. Da die Defektönung bezogen aufdie Gesamtlänge gröÿer ist als die Gesamtdehnung, muss die eektive Dehnungkleiner als die Gesamtdehnung sein.70
4.3 Eektives Material und ÄquivalenzprinzipienBei dem Prinzip der äquivalenten Dehnungen und dem Prinzip der äquivalenten Span-nungen fehlen jeweils eine oder zwei dieser Annahmen. Da aber alle drei Annahmen phy-sikalish sinnvoll sind, wird für die weitere Arbeit das Prinzip der äquivalenten Energieausgewählt. Ein weiterer groÿer Vorteil ist die Symmetrie der geshädigten Steigkeit.Die Bedeutung der Shädigungsvariable entspriht im einaxialen Fall der geometrishabgeleiteten. Bei einem Shädigungstensor 2. Stufe ist das niht mehr der Fall, dessenBedeutung hängt von der speziellen Formulierung des Shädigungsoperators ab. Ver-shiedene Ansätze für solhe Shädigungsoperatoren werden in Abshnitt 4.5 dargestellt.Die verbleibenden zwei Äquivalenzprinzipien, das Prinzip der äquivalenten Dehnungenund das Prinzip der äquivalenten Spannungen, haben in dieser Arbeit keine Bedeutungmehr.Zur Materialtangente bei Verwendung des Prinzips der äquivalenten EnergieZum Abshluss dieses Abshnittes folgen noh Überlegungen zur Materialtangente, wenndas Prinzip der äquivalenten Energie verwendet wird. Die Materialtangente Etan verbin-det die Dehnungsrate mit der Spannungsrate:
σ̇ = Etan : ǫ̇ . (4.14)Ausgang der Betrahtungen sind die zwei Gleihungen
σ = K−1 : σeff , ǫ = KT : ǫeff (4.15)aus den Gln. (4.13) und deren zeitlihe Ableitungen:
σ̇ = ˙(K−1) : σeff + K−1 : σ̇eff
ǫ̇ = ˙(KT ) : ǫeff + KT : ǫ̇eff . (4.16)Benötigt wird zudem noh die Beziehung zwishen eektiver Dehnungsrate und eektiverSpannungsrate:
σ̇eff = E0 : ǫ̇
eff . (4.17)Einsetzen der Gln. (4.15, 4.16, 4.17) in Gl. (4.14) führt zu
˙(K−1) : σeff + K−1 : σ̇eff = Etan :
(
˙(KT ) : ǫeff + KT : ǫ̇eff
)
˙(K−1) : E0 : ǫ
eff + K−1 : E0 : ǫ̇
eff = Etan : ˙(KT ) : ǫeff + Etan : KT : ǫ̇eff . (4.18)Sowohl die linke als auh die rehte Seite von Gl. (4.18 ) sind Audrüke für die Span-nungsrate σ̇. Die unabhägigen Variablen dieser Ausdrüke sind die eektiven Dehnungen









eff . (4.19)Durh Vergleih dieser Gleihung mit der linken und der rehten Seite in Gl. (4.18) lässtsih folgende Zuordnung treen:
∂g
∂K





eff = K−1 : E0 : ǫ̇
eff = Etan : KT : ǫ̇eff (4.21)71
4 KontinuumsshädigungsmehanikAnhand dieser zwei Gleihungen werden zwei wihtige Forderungen abgeleitet:1. Für eine konstanten Shädigungsoperator K, d. h. keine Shädigungszunahme, er-gibt sih aus Gl. (4.21)
K−1 : E0 : ǫ̇
eff = Etan : KT : ǫ̇eff
K−1 : E0 = E
tan : KTworaus sih der Ausdruk
Etan = K−1 : E0 : K
−T (4.22)für die Materialtangente ergibt. Aus der Hauptsymmetrie von E0 folgt durh dieseGleihung die Hauptsymmetrie von Etan.Das bedeutet:Bei einer Änderung der Spannungen nur aufgrund der Änderung der eektivenDehnungen muss die Materialtangente symmetrish sein. Dies überrasht niht, dain diesem Fall ohne Shädigungszunahme die Materialtangente der geshädigtenSteigkeit E entspriht. Der Vergleih der Gln. (4.11) und (4.22) verdeutliht dies.2. Anhand Gl. (4.20) lässt sih eine wihtigere, neue Forderung formulieren. Fürzunehmende Shädigung bei konstantem eektiven Dehnungszustand folgen ausGl. (4.20) die Gleihungen
˙(K−1) : E0 : ǫ
eff = Etan : ˙(KT ) : ǫeff
˙(K−1) : E0 = E
tan : ˙(KT ) ,woraus sih eine Beziehung für die Materialtangente aufstellen lässt:
Etan = ˙(K−1) : E0 : ˙(K−T ) . (4.23)Aus der Hauptsymmetrie von E0 folgt durh diese Gleihung wieder die Haupt-symmetrie von Etan.Das bedeutet:Ändern sih bei konstantem eektivem Dehnungszustand die Spannungen alleinaus der Shädigungszunahme, so muss die Materialtangente symmetrish sein.Zusammenfassend lassen sih folgende Aussagen treen:Nutzt man bei der Formulierung eines Shädigungsmodells das Prinzip der äquivalen-ten Energie, so muss die Materialtangente folgende Anforderung erfüllen: Für eine reineShädigungszunahme bei konstantem eektivem Dehnungszustand muss die Material-tangente Hauptsymmetrie aufweisen. Dies muss geprüft werden bei jeder Shädigungs-formulierung. Die Prüfung kann jedoh aufwändig werden. Daher ist der siherste Weg,die Erfüllung der Forderung zu gewährleisten, die Verwendung einer Shädigungsformu-lierung, die stets eine symmetrishe Materialtangente aufweist. Dies ist die mehanisheBegründung der Aussage in Kapitel 1, dass eine symmetrishe Materialtangente vorteil-haft ist.72





ωini ⊗ ni .so lässt sih der zulässige Wertebereih der Hauptwerte angeben:
0 ≤ ωi ≤ 1 mit i = 1, 2, 3, wobei ωi = 0 intaktem Material und ωi = 1 vollständigzerstörtem Material in die Rihtung des zu ωi gehörenden Eigenvektors ni entsprehen.Da es für folgende Überlegungen vorteilhaft ist, werden noh einige mit ω verknüpf-te Tensoren zweiter Stufe eingeführt. Zuerst wird der sogenannte Integritätstensor
φ̄ = δ − ω (4.24)mit dem Kroneker-Delta δ eingeführt und zusätzlih wird dessen Inverse φ genutzt. Fürfolgende Darstellungen ist es auÿerdem nützlih, die Tensoren w̄ und w einzuführen:
φ̄ = w̄ · w̄
φ = w · w
φ̄ · φ = φ · φ̄ = δ (4.25)
w̄ · w = w · w̄ = δ .
4.5 ShädigungsoperatorenBasierend auf den im letztem Abshnitt eingeführten Shädigungstensoren zweiter Stufekann nun ein Ansatz für den ShädigungsoperatorK aus Abshnitt 4.3 formuliert werden.Es existieren vershiedene Ansätze in der Literatur. Diese werden nun kurz dargestellt,Untershiede herausgearbeitet und shlieÿlih eine Formulierung für das Materialmodelldieser Arbeit gewählt.Der üblihe Weg zur Formulierung eines Shädigungsoperators K besteht darin, zuersteine Beziehung zwishen σeff und σ anzunehmen und im nähsten Shritt den Shädi-gungsoperator der Beziehung σeff = K : σ oder σ = K−1 : σeff folgend, vgl. Gln. (4.13),73
4 Kontinuumsshädigungsmehanikauszuklammern. Die Annahme einer Beziehung zwishen σeff und σ für orthotrope Shä-digung basiert meist auf Erweiterungen des simplen Ansatzes σ = (1−D)σeff für isotro-pe Shädigung mit einer isotropen Shädigungsvariable D. Der Ausdruk (1 −D) wirddurh (I−ω) ersetzt, sodass sih σ = (I−ω) ·σeff ergibt. Eine derartige Formulierunghat aber unsymmetrishe Spannungstensoren zur Folge, dies ist unerwünsht. Daher wer-den noh Symmetrisierungen in die Ansätze eingefügt. Drei bedeutende Ansätze werdennun dargestellt. Der erste Ansatz ist [Murakami & Ohno, 1978℄ und die beiden folgendensind [Cordebois & Sidoro, 1979℄ zuzuordnen.












(1 − ω1)(1 − ω2)
2. σeff12 =
σ12
0.5((1 − ω1) + (1 − ω2))









)Drei Ansätze zur Beshreibung der Beziehung zwishen σeff und σ sind nun gegeben, dieGln. (4.26), (4.27) und (4.28). Der nähste Shritt ist das Umshreiben der Gleihungenin die Formen σeff = K : σ oder σ = K−1 : σeff , d. h. der Shädigungsoperator K oderdessen Inverse K−1 werden ausgeklammert. Dies wird nun ausführlih durhgeführt, zu-erst für Gl. (4.26) unter 1., dann für Gl. (4.27) unter 2. und shlieÿlih für Gl. (4.28)unter 3.1. Aufgrund der Symmetrien von φ und σ gibt es mehrere Möglihkeiten, den Shädi-gungsoperator in Gl. (4.26) auszuklammern. Zum Verständnis sei auf die Verknüp-fungen zwishen den vershiedenen Shädigungstensoren 2. Stufe in den Gln. (4.24)und (4.25) verwiesen. Drei Vorshläge von [Carol et al., 2001℄, [Jirásek, 2000℄und [Rekwerth, 2004℄ sinda) Kijkl = 12(wikwjl + wilwjk) mit w = φ̄−1/2b) Kijkl = wikwlj) Kijkl = wikwjl74











φ̄11 0 0 0 0 0
0 φ̄22 0 0 0 0
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φ̄11 0 0 0 0 0
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0 0 0 1
2
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2
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für den Shädigungstensor in Hauptahsen. Die Shubanteile bilden sih hier alsarithmetishes Mittel der beteiligten Integritäten.3. Aufgrund der Symmetrien von φ und σ gibt es mindestens zwei Möglihkeiten denShädigungsoperator K in Gl. (4.28) auszuklammern:a) Kijkl = 14(φikδjl + φilδjk + δikφjl + δilφjk) nah [Carol et al., 2001℄.b) Kijkl = 12(δikφlj + φikδlj) mit φ = φ̄−1 nah [Jirásek, 2000℄. 75












φ̄11 0 0 0 0 0
0 φ̄22 0 0 0 0
0 0 φ̄33 0 0 0


























(wikwjl + wilwjk) , (4.29)vgl. 1.a), gewählt. Zum einen enthält dieser Haupt- und Nebensymmetrie. Dies ist nütz-lih, wenn niht sogar erforderlih, was shon ershöpfend erklärt wurde, siehe unter 1.in diesem Abshnitt und im Abshnitt 4.3 bei der Darstellung des Prinzips der äqui-valenten Dehnungen. Darüber hinaus zeigt sih unter Verwendung dieses Ansatzes einegünstige mathematishe Darstellung der Dissipationsrate. Dies ermögliht shlieÿlih ei-ne mathematishe Darstellung der dualen Gröÿe von einem Shädigungstensor zweiterStufe, die eine physikalishe Interpretation zulässt und das ist wihtig für die Ableitungdes neuen Shädigungsmodells. Diese Zusammenhänge werden in Kapitel 5 deutlih.
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4.6 Konzepte zur Beshreibung der Shädigungsevolution und deren Verknüpfungen4.6 Konzepte zur Beshreibung der Shädigungsevolution undderen VerknüpfungenBisher wurden die Verbindungen zwishen eektivem und realem Materialzustand disku-tiert, Abshnitt 4.3, eine Shädigungsvariable gewählt, Abshnitt 4.4, und vershiedeneMöglihkeiten zur Formulierung eines Shädigungsoperators vorgestellt, Abshnitt 4.5.Festgelegt wurden ein Tensor zweiter Stufe φ̄ als Shädigungsvariable mit den zugeord-neten Tensoren φ,w und w̄. Zur Verknüpfung von eektivem mit realem Material wurdedas Prinzip der äquivalenten Energie ausgewählt, das zur Denition E = K−1 : E0 : K−Tfür die geshädigte Steigkeit E führte. Aus den möglihen, dargestellten Shädigungs-operatoren wurde Kijkl = 12(wikwjl + wilwjk) = w⊗w ausgewählt. Damit ist alles zurFormulierung einer sekantiellen Spannungs-Dehnungbeziehung gegeben:
σ = E : ǫ
E = K−1 : E0 : K
−T (4.30)
K = w⊗w .Nun fehlen noh Gleihungen, die die Evolution der Shädigung beshreiben. Es gibtvershiedene Konzepte zur Beshreibung der Shädigungsevolution, beispielsweise kanndies anhand einer Evolutionsgleihung für die gewählte Shädigungsvariable geshehen,wie es hier sinnvoll ist, da shon Shädigungsvariablen gewählt wurden. Man kann dieEntwiklung der Shädigung aber auh beshreiben, indem Evolutionsgleihungen direktfür die Steigkeit oder für eine sogenannte Shädigungsdehnung formuliert werden. DieDarstellung dieser Konzepte, oder auh Formulierungen genannt, ist erforderlih, da aufdiesem Weg gezeigt werden kann, dass die Forderung nah einer symmetrishen Materi-altangente vom in Kapitel 5 vorgestellten Modell erfüllt wird. Der Shlüssel liegt in derVerknüpfung der Konzepte. Aber auh ohne diese Forderung sollten die Formulierun-gen und insbesondere die Verknüpfungen erläutert werden, da sie für das Verständnisder Kontinuumsshädigungsmehanik von groÿer Bedeutung sind. Es zeigt sih shlieÿ-lih, dass sih alle Konzepte zu einer Gesamttheorie zusammenfügen. Zuerst werden diesteigkeits- und nahgiebigkeitsbasierte Formulierung und anshlieÿend Formulierungenmit Shädigungsvariablen besprohen. Shlieÿlih folgen Formulierungen unter Verwen-dung einer Shädigungsdehnung und einer Spannungsrelaxationsrate. In Abshnitt 4.6.4folgen Überlegungen zum Thema der Symmetrie der Materialtangente. Sie ist symme-trish, sofern eine Eigenshaft in der Formulierung anhand einer Shädigungsdehnungvorliegt. Im abshlieÿenden Abshnitt 4.6.5 werden nohmals wihtige Verknüpfungender vershiedenen Formulierungen rekapituliert. Es ergeben sih Anforderungen an ei-ne Formulierung mit Shädigungsvariablen, wie z.B das Betonmodell dieser Arbeit, zurSiherstellung einer symmetrishen Materialtangente. Bei der Erstellung folgender Be-trahtungen wurden teilweise Überlegungen von [Carol et al., 1994℄ eingearbeitet.4.6.1 Steigkeits- und nahgiebigkeitsbasierte FormulierungenIn diesem Abshnitt werden die steigkeitsbasierte und die nahgiebigkeitsbasierte For-mulierung von Shädigungsprozesssen erläutert. Diese sind die allgemeinsten Formulie-rungen, da als innere Variable direkt die Steigkeit E und in der zweiten Variante dieNahgiebigkeit C gewählt werden. 77























= σ : ǫ̇ + YE :: Ė
= ǫ : E : ǫ̇ +
1
2
ǫ : Ė : ǫ .Der nähste Shritt ist das Verwenden der Clausius-Duhem-Ungleihung für isothermeProzesse, Gl. (3.93), wobei auf kleine Vershiebungen reduziert wird:
σ : ǫ̇ − ḟ ≥ 0 .Einsetzen des totalen Dierentials ergibt
(σ − ǫ : E) : ǫ̇ − 1
2
ǫ : Ė : ǫ ≥ 0 ,womit der dissipative Anteil des Prozesses
Pdis = −YE :: Ė = −
1
2
ǫ : Ė : ǫ ≥ 0deutlih wird. Somit sind nun bedeutende Beziehungen dieser steigkeitsbasierten For-mulierung bestimmt: die Zustandsvariablen mit ihren dualen Gröÿen und die Dissipa-tionsrate Pdis. Es folgen Betrahtungen zu der vielleiht wihtigsten Frage, der Bestim-mung einer Evolutionsgleihung für die Steigkeit, d. h. einer Gleihung Ė = ... AlsBasisansatz wird
Ė = λ̇M (4.32)angenommen. Die Rihtung der Steigkeitsänderung wird in M erfasst und die Gröÿeder Änderung in einem skalaren Multiplikator λ̇. Diese prinzipielle Struktur einer Evo-lutionsgleihung wurde der bewährten Plastizitätstheorie entnommen, vgl. z. B. [Betten,78




(4.33)eingeführt. Dies ist die partielle Ableitung der Grenzähe F (E,YE) nah YE, die derRihtung der Normalen auf die Grenzähe F (E,YE) im Raum von YE entspriht.Entspriht nun die Rihtung der Steigkeitsänderung M der partiellen Ableitung N bisauf einen skalaren Multiplikator, so spriht man von Assoziiertheit im Steigkeitsraum.Diese Begrisdenition ist wihtig für weitere Betrahtungen. Mathematish ausgedrüktbedeutet dies















σ ⊗ σ . (4.36)Die Ableitung der Dissipationsrate wird niht mehr beshrieben, das Vorgehen ist ähnlihdem vorherigen Abshnitt 4.6.1.1, vgl. z. B. [Carol et al., 1994℄.Nun folgt wieder die wihtige Thematik der Beshreibung der Evolution der Variable,die die Shädigung erfasst. In diesem Fall ist dies die Nahgiebigkeit C. Das Vorgehen istanalog zu vorherigem Abshnitt. Für die Evolution der Nahgiebigkeit lautet der Ansatz
Ċ = λ̇M̄ , (4.37)79




.Ist nun im speziellen Fall die Rihtung M̄ parallel zur Normalenrihtung N̄, d. h.
M̄ = kN̄mit einem skalaren Faktor k, so spriht man von Assoziiertheit im Nahgiebigkeitsraum.4.6.2 Formulierungen mit ShädigungsvariablenNun folgen die nähsten zwei Konzepte zur Beshreibung eines Shädigungsprozesses,wobei Shädigungsvariablen verwendet werden. Im ersten Konzept wird eine allgemeineShädigungsvariable D∗ eingeführt, die die Steigkeit modiziert. Die Shädigungsvaria-ble kann ein Tensor beliebiger Stufe sein. Im zweiten Konzept wird die Nahgiebigkeitmodiziert anhand einer Shädigungsvariable D̄∗.4.6.2.1 Modikation der SteigkeitNeben den Dehnungen ǫ wird eine allgemeine Shädigungsvariable D∗ als Zustandsva-riable eingeführt, die sowohl ein Skalar oder auh ein Tensor sein kann. Diese modiziertdie Steigkeit E:
E = E(E0,D∗)mit der elastishen isotropen Steigkeit E0. So lautet der Ansatz für die freie Energie
f(ǫ,D∗) = 1
2




= E : ǫ und die zur Shädigung D∗ duale Variable








= ǫ : E : ǫ̇ +
1
2
ǫ ⊗ ǫ :: ∂E
∂D∗ ⊙ Ḋ∗80
4.6 Konzepte zur Beshreibung der Shädigungsevolution und deren Verknüpfungenmit dem zur Tensorstufe von Ḋ∗ passenden, verjüngenden Produkt ⊙. Für die Rate derSteigkeit ergibt sih mit der Kettenregel
Ė =
∂E




ǫ ⊗ ǫ :: ∂E
∂D∗ ⊙ Ḋ∗ = −YD∗ ⊙ Ḋ∗ . (4.40)Der Denitionsraum der Shädigungsvariable wird als Shädigungsraum bezeihnet. Indieser Formulierung wird zur Beshreibung der Entwiklung des Shädigungsprozesseseine Evolutionsgleihung für die Shädigungsvariable D∗ genutzt. Der Ansatz folgt demeingeführten Shema der letzten zwei Abshnitte:Ḋ∗ = λ̇M∗ . (4.41)
λ̇ ist wieder ein skalarer Multiplikator und die Rihtung der Änderung der Shädigungs-variable ist M∗. Eine Grenzähe F wird eingeführt. Wie shon in den letzten zwei Ab-shnitten soll diese deniert sein in der Variable, die die Shädigung erfasst und derenduale Variable, also in diesem Fall in D∗ und YD∗ . Die partielle Ableitung der Grenzähenah der dualen Variablen YD∗ deniert N∗:N∗ = ∂F
∂YD∗ . (4.42)Ist nun im speziellen Fall die Rihtung M∗ parallel zu N∗, d. h.M∗ = kN∗mit einem skalaren Faktor k, so spriht man von Assoziiertheit im Shädigungsraum.Verbindung zur steigkeitsbasierten Formulierung:Bisher wurden drei möglihe Formulierungen zur Beshreibung eines Shädigungsprozes-ses dargestellt, die steigkeitsbasierte, Abshnitt 4.6.1.1, die nahgiebigkeitsbasierte,Abshnitt 4.6.1.2 und die shädigungsbasierte im aktuellen Abshnitt, wobei die Shä-digungsvariable die Steigkeit modiziert. Dies sind aber keine voneinander unabhängi-gen Konzepte, sondern alle sind eng miteinander verknüpft. Alle beshreiben den gleihenShädigungsprozess, nur in vershiedenen Räumen. Bei der gerade dargestellten shädi-gungsbasierten Formulierung sind insbesondere die Verknüpfungen zur steigkeitsbasier-ten von Bedeutung. Einige wihtige dieser Verknüpfungen werden nun dargestellt:Begonnen wird durh Gleihsetzen von Gl. (4.32) und Gl. (4.39), wobei noh Gl. (4.41)eingesetzt wird:
λ̇M =
∂E
∂D∗ ⊙ Ḋ∗ = ∂E∂D∗ ⊙ λ̇M∗
M =
∂E
∂D∗ ⊙M∗ . (4.43)81











= N∗ ⊙ ∂YD∗
∂YE
. (4.44)Die Ermittlung des noh zu klärenden Faktors ∂YD∗
∂YE




ǫ ⊗ ǫ :: ∂E
∂D∗ ⊙ Ḋ∗
YD∗ ⊙ Ḋ∗ = YE :: ∂E∂D∗ ⊙ Ḋ∗







∂D∗ , (4.46)wobei aber ein Indizestaush stattndet während der Dierentiation. Die zur Shä-digungsvariable zugehörigen Indizes sind auf der linken Seite der Gleihung links an-geordnet und auf der rehten Seite der Gleihung stehen sie rehts. Verdeutliht wirddies indem exemplarish die Shädigungsvariable D∗ als Shädigungstensor zweiter Stufeangenommen wird. So ergibt sih für die Struktur der Indizes in Gl. (4.46):
[...]ijstuv ei ⊗ ej ⊗ es ⊗ et ⊗ eu ⊗ ev = [...]stuvij ei ⊗ ej ⊗ es ⊗ et ⊗ eu ⊗ ev (4.47)Einsetzen von Gl. (4.46) in Gl. (4.44) führt daher zu
N =
∂E
∂D∗ ⊙N∗ . (4.48)Dies ist eine wihtige Gleihung, denn:Nimmt man an, es liegt Assoziiertheit im Shädigungsraum vor, d. h. es gilt M∗ = kN∗,dann ergeben Einsetzen in Gl. (4.43,2) und Gleihsetzen mit Gl. (4.48)
M =
∂E
∂D∗ ⊙M∗ = ∂E∂D∗ ⊙ kN∗ = kN , (4.49)82
4.6 Konzepte zur Beshreibung der Shädigungsevolution und deren Verknüpfungenworaus deutlih wird, dass dann auh implizit Assoziiertheit im Steigkeitsraum vorliegt.Nohmals mathematish ausgedrükt bedeutet dies: für M∗ = kN∗ gilt auh M = kN.4.6.2.2 Modikation der NahgiebigkeitIn vorherigem Abshnitt wurde eine ShädigungsvariableD∗ eingeführt, die die Steigkeit
E modiziert. Nun, in diesem Abshnitt, wird eine Shädigungsvariable D̄∗ eingeführt,die die Nahgiebigkeit C modiziert. Alle folgenden Ableitungen verlaufen parallel zudenen im letzten Abshnitt und werden daher verkürzt dargestellt.Die verfügbare Energie wird anhand der Gibbs Energie, vgl. Gl. (4.35), dargestellt:
f(σ, D̄∗) = 1
2




= C : σ und die zur Shädigung D̄∗ duale Variable
ȲD̄∗ = ∂f∂D̄∗ = 12σ ⊗ σ :: ∂C∂D̄∗ .Für die Evolution von D∗ lautet der Ansatz
˙̄D∗ = λ̇M̄∗mit einem skalaren Multiplikator λ̇ und der Rihtung M̄∗. Die Normale N̄∗ auf die Grenz-ähe berehnet sih aus der Ableitung einer Grenzähe nah der dualen Variablen ȲD̄∗zur Shädigung. N̄∗ = ∂F
∂ȲD̄∗Für Assoziiertheit im Shädigungsraum muss wiederM̄∗ = kN̄∗gelten. Es könnte Verwirrung entstehen, da der Begri Assoziiertheit im Shädigungs-raum in diesem und im vorherigem Abshnitt verwendet wurde, wobei jedoh in letztemAbshnitt die Steigkeit anhand einer Shädigungsvariable und in diesem die Nahgie-bigkeit anhand einer anderen Shädigungsvariable modiziert wurden. Prinzipiell müsstedaher der Begri Assoziiertheit im Shädigungsraum nohmals unterteilt werden. Da dieVielfalt von speziellen Bezeihnungen aber auh so shon groÿ ist, wird es dabei belassen.Verbindung zur nahgiebigkeitsbasierten Formulierung:Parallel zu vorigem Abshnitt lässt sih herleiten:Für M̄∗ = kN̄∗ gilt auh M̄ = kN̄, d. h. für Assoziiertheit im Raum der Shädigungsva-riable, sofern diese die Nahgiebigkeit modiziert, liegt implizit auh Assoziiertheit imNahgiebigkeitsraum vor. 83
4 Kontinuumsshädigungsmehanik4.6.3 Formulierungen anhand einer Shädigungsdehnung und einerSpannungsrelaxationsrateShlieÿlih werden noh zwei weitere Formulierungen vorgestellt, um einen Shädigungs-prozess zu beshreiben. In der ersten Formulierung wird eine Shädigungsdehnngsrate
ǫ̇d eingeführt und in der zweiten eine Spannungsrelaxationsrate σ̇d. Auÿerdem werdenwihtige Verknüpfungen zu den vorherigen Konzepten abgeleitet, die für darauolgendeBetrahtungen bezüglih der Materialtangente von Bedeutung sind.4.6.3.1 Formulierung anhand einer ShädigungsdehnungsrateIn dieser Formulierung wird eine Shädigungsdehnungsrate ǫ̇d zur Beshreibung des Shä-digungsprozesses eingeführt. ǫ̇d ist aber keine Zustandsvariable im thermodynamishenSinn, sie ist niht in der freien Energie vertreten, sondern nur eine Hilfsgröÿe. Damit istauh keine duale Variable zu ihr ermittelbar, zumindest niht anhand des Vorgehens derletzten Abshnitte. Die Shädigungsdehnungsrate ǫ̇d wird so deniert, dass
σ̇ = E : (ǫ̇ − ǫ̇d) (4.51)gilt. Die Analogie zur Plastizitätstheorie dieses Ansatzes ist deutlih. Zur Evolution derShädigungsdehnung lautet der Ansatż















(4.53)eingeführt.Von Assoziiertheit im Dehnungsraum spriht man nun für m̄ = kn̄, analog zu den viervorigen Abshnitten.
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4.6 Konzepte zur Beshreibung der Shädigungsevolution und deren VerknüpfungenVerknüpfung mit vorigen Formulierungen:Wihtig sind die Verknüpfungen dieses Ansatzes zu den vorigen Formulierungen. Es wirdsih zeigen, dass sih insbesondere eine Verknüpfung zur nahgiebigkeitsbasierten For-mulierung, Abshnitt 4.6.1.2 besteht.Beginn der Betrahtungen ist die zeitlihe Ableitung der Spannungs-Dehnungsbeziehung
σ = E : ǫ:
σ̇ = E : ǫ̇ + Ė : ǫ . (4.54)Gleihsetzen von Gl. (4.51) und Gl. (4.54) ,
E : (ǫ̇ − ǫ̇d) = E : ǫ̇ + Ė : ǫ
E : ǫ̇ − E : ǫ̇d = E : ǫ̇ + Ė : ǫ ,führt zu einer Beziehung zwishen Ė und ǫ̇d:
−E : ǫ̇d = Ė : ǫ
ǫ̇d = −C : Ė : ǫ (4.55)mit C : E = I. Zur weiteren Vereinfahung ist noh die zeitlihe Ableitung der Beziehungzwishen Steigkeit und Nahgiebigkeit, C : E = I, anzugeben:
Ċ : E + C : Ė = 0
→ C : Ė = −Ċ : E
Ė = −E : Ċ : E .Einsetzen in Gl. (4.55) gibt eine Beziehung zwishen Ċ und ǫ̇d mit
ǫ̇d = Ċ : σ . (4.56)Einsetzen von Ċ = λ̇M̄ aus der nahgiebigkeitsbasierten Formulierung, Gl. (4.37), führtzu
ǫ̇d = λ̇M̄ : σ
λ̇m̄ = λ̇M̄ : σ
m̄ = M̄ : σ . (4.57)Es ist deutlih, dass bei bekanntem M̄ auh die Rihtung m̄ von ǫ̇d gegeben ist. Umge-kehrt ist dies jedoh niht der Fall.Interessant ist die Frage, ob ein solher Zusammenhang auh für N̄ und die Rihtung










= N̄ : σ . (4.58)Es gingen auh die Gln. (4.38) und (A.22) ein. Angenommen, es läge Assoziiertheit imNahgiebigkeitsraum vor, d. h. M̄ = kN̄. Einsetzen in Gl. (4.57) und Gleihsetzen mitGl. (4.58) führt dann zu
m̄ = M̄ : σ = kN̄ : σ = kn̄ (4.59)und damit zu Assoziiertheit im Dehnungsraum. 85
4 Kontinuumsshädigungsmehanik4.6.3.2 Formulierung anhand einer SpannungsrelaxationsrateDieses Konzept nutzt eine Spannungsrelaxationsrate zur Beshreibung des Shädigungs-prozesses. Das Vorgehen verläuft parallel zur Formulierung mit der Shädigungsdeh-nungsrate in vorherigem Abshnitt und wird daher nur sehr gekürzt dargestellt. AlsSpannungs-Dehnungsbeziehung in Ratenform wird
ǫ̇ = C : (σ̇ − σ̇d) (4.60)mit der neu eingeführten Spannungsrelaxationsrate σ̇d angesetzt. Analog zur Plastizi-tätstheorie ist der Ansatz für die Evolution der Spannungsrelaxation




(4.62)Für m = kn wird von Assoziiertheit im Spannungsraum gesprohen.Verbindung zu vorherigen Formulierungen:Anhand des gleihen Vorgehens wie im letzten Abshnitt lässt sih zeigen, dass aus As-soziiertheit im Steigkeitsraum direkt Assoziiertheit im Spannungsraum folgt, d. h. wenn
M = kN gilt, dann gilt auh m = kn.4.6.4 Zur Symmetrie der MaterialtangenteDie Materialsekante des geshädigten Materials aus der Spannungs-Dehnungsbeziehung
σ = E : ǫenthält Hauptsymmetrie, vgl. Abshnitt 4.3. Es stellt sih die Frage, wie es erreihtwerden kann, dass die Materialtangente ebenfalls diese Eigenshaft hat. Die Material-tangente Etan verbindet die Dehnungsrate mit der Spannungsrate:
σ̇ = Etan : ǫ̇ .Es spielt keine Rolle, in welher der sehs dargestellten Formulierungen in den Abshnit-ten 4.6.1.1 bis 4.6.3.2 ein Shädigungsprozess beshrieben wird, es ergibt sih immer diegleihe Materialtangente, da natürlih die Dehnungsrate und die Spannungsrate gleihsein müssen in allen Konzepten. Nun wird die Materialtangente für die Formulierung an-hand einer Shädigungsdehnungsrate, Abshnitt 4.6.3.1, ermittelt. Es wird sih zeigen,dass dies zu interessanten Informationen über die Materialtangente führt. Dort ergabensih die Gleihungen
σ̇ = E : (ǫ̇ − ǫ̇d)
ǫ̇d = λ̇m̄ .86
4.6 Konzepte zur Beshreibung der Shädigungsevolution und deren VerknüpfungenDer Multiplikator λ̇ folgt aus der Konsistenzbedingung
Ḟ = n̄ : σ̇ +Hλ̇ = 0zu
λ̇ =
n̄ : E : ǫ̇
H + n̄ : E : m̄
.So ergibt sih für die Materialtangente:
Etan = E − E : m̄ ⊗ n̄ : E
H + n̄ : E : m̄
Etanijkl = Eijkl −
Eijabm̄abn̄cdEcdkl
H + n̄pqEpqrsm̄rs
.Oensihtlih ist Hauptsymmetrie vorhanden, wenn bei dem Zähler Z̄ijkl = Eijabm̄abn̄cdEcdkldas Indizespaar (i, j) mit dem Indizespaar (k, l) vertausht werden kann.Nimmt man nun Assoziiertheit im Dehnungsraum an, so gilt
km̄ij = n̄ijmit einem Skalar k. Einsetzen in den Zähler und Verwendung der Symmetrie der Material-sekante E ergeben
Z̄ = Z̄ijkl = kEijabn̄abn̄cdEcdkl = kEabij n̄abn̄cdEklcd
= kn̄cdEklcdn̄abEabij = Z̄klij = Z̄
T .Somit lässt sih folgende wihtige Shlussfolgerung formulieren:Für einen Shädigungsprozess, in dem Assoziiertheit im Dehnungsraum vorliegt, ist dieMaterialtangente symmetrish.4.6.5 Shlussfolgerungen bzgl. Assoziiertheit und Symmetrie derMaterialtangenteZur Beshreibung einer Eigenshaft des Shädigungsprozesses wurde in den vershie-denen Formulierungen der Begri Assoziiertheit eingeführt. Verallgemeinert lässt sihsagen, dass diese Assoziiertheit vorliegt, sofern die Rihtung der Änderung der den Shä-digungsprozess beshreibenden Gröÿe parallel ist zur Ableitung der Grenzähe nah derdualen zu dieser Gröÿe. Es wurden Betrahtungen durhgeführt, die ergaben, dass ausder Assoziiertheit in bestimmten Räumen die Assoziiertheit in anderen folgt. Die Er-kenntnisse werden nohmals kurz zusammengefasst:1. Aus Assoziiertheit im Shädigungsraum, für den Fall der Modikation der Stei-gkeit, folgt die Assoziiertheit im Steigkeitsraum, vgl. Abshnitt 4.6.2.1 und ausdieser Eigenshaft folgt die Assoziiertheit im Spannungsraum, Abshnitt 4.6.3.2.2. Für den Fall der Modikation der Nahgiebigkeit, folgt aus Assoziiertheit im Shä-digungsraum die Assoziiertheit im Nahgiebigkeitsraum, vgl. Abshnitt 4.6.2.2, undaus dieser Eigenshaft folgt die Assoziiertheit im Dehnungsraum, Abshnitt 4.6.3.1.87
4 KontinuumsshädigungsmehanikNun stellt sih die Frage, ob Aussagen ähnliher Art auh zwishen den Räumen aus1. und 2. getroen werden können. Für Überlegungen diesbezüglih wird Gl. (4.60) inGl. (4.51) eingesetzt. Dies ergibt
σ̇d = E : ǫ̇d .Einsetzen der Gln. (4.52) und (4.61) führt zu
λ̇m = E : λ̇m̄
m = E : m̄ (4.63)
C : m = m̄und somit zu einer Verknüpfung der Rihtung m̄ der Shädigungsdehnungsrate ǫ̇d mitder Rihtung m der Spannungsrelaxationsrate σ̇d.Gilt eine ähnlihe Beziehung auh zwishen n = ∂F











= n̄ : E
n = n̄ : E
n = E : n̄ (4.64)
C : n = n̄Zum Verständnis wird angemerkt, dass während der Ableitung ∂F
∂ǫ die den Shädigungs-prozess beshreibende Variable konstant gesetzt wird. Auh Hauptsymmetrie von E wur-de verwendet.Nimmt man an, es läge Assoziiertheit im Spannungsraum vor, d. h. es gilt m = kn.Einsetzen in Gl. (4.63,3) und Nutzen von Gl. (4.64,3) ergibt dann:
m̄ = C : m = C : kn = kn̄ . (4.65)Damit folgt die wihtige Shlussfolgerung: für Assoziiertheit im Spannunsgraum liegtauh Assoziiertheit im Dehnungsraum vor.Welhe Auswirkungen haben nun diese ganzen Betrahtungen auf das anisotrope Shä-digungsmodell in dieser Arbeit?Für diese Arbeit wird das Prinzip der maximalen Dissipationsrate vorausgesetzt. ZurBeshreibung des Shädigungsprozesses wird eine Shädigungsvariable gewählt, die dieSteigkeit modiziert. Um die Gültigkeit des Prinzips der maximalen Dissipationsratezu gewährleisten, muss die Rihtung der Shädigungsänderung aus der Ableitung derGrenzähe nah der dualen Gröÿe zur Shädigungsvariable bestimmt werden, vgl. Ab-shnitt 3.6.3.Somit liegt Assoziiertheit im Shädigungsraum vor. Hieraus folgen die Assoziiertheitim Steigkeitsraum, im Spannungsraum und aus dieser auh die im Dehnungsraum. DesWeiteren wurde in Abshnitt 4.6.4 dargestellt, dass aus Assoziiertheit im Dehnungsraumeine symmetrishe Materialtangente folgt. Kurzgefasst bedeutet dies:Wird bei der Beshreibung eines Shädigungsprozesses anhand einer Shädigungsva-riablen das Prinzip der maximalen Dissipationsrate eingehalten, wie bei dem neuen Mo-dell in Abshnitt 5, so ist die Materialtangente symmetrish. Damit ist die Forderungnah einer symmetrishen Materialtangente in Kapitel 1 erfüllt.88
5 Anisotropes Shädigungsmodell für NormalbetonBisher wurden die harakteristishen Merkmale des Betonverhaltens dargestellt, die kon-tinuumsmehanishen Grundlagen einshlieÿlih der Konzepte der Thermodynamik an-gegeben und im letzten Kapitel wurde das theoretishe Rahmenkonzept zur Formulierungeines Materialmodells für Beton, die Kontinuumsshädigungsmehanik, dargestellt. Da-mit ist das Rüstzeug zur Formulierung eines Materialmodells nah den in der Einführungdenierten Zielen, Kapitel 1, gegeben.5.1 EinleitungDas Ziel dieses Kapitel 5 ist die Formulierung eines Materialmodells zur Simulation vonunbewehrten Betonstrukturen beliebiger Geometrie, die überwiegend zugbelastet sind.Dies soll für den allgemeinen, dreiaxialen Fall erfolgen. Überwiegend zugbelastet bedeu-tet, dass das Modell für alle Systeme anwendbar sein soll, bei denen Prozesszonen ausZugspannungen auf Makro-Kontinuumsebene entstehen. Als theoretishes Rahmenkon-zept wird die Kontinuumsshädigungsmehanik gewählt, da sie eine geeignete Methodikzur Erfassung von Mikrodefekten auf Kontinuumsebene darstellt, vgl. Abshnitt 4.1.Alle in Kapitel 2 beshriebenen Verhaltensweisen sollen erfasst werden: das Verhalten unter einaxialer Zugbelastung mit den wihtigen Merkmalen Entfes-tigung, Bildung einer Prozesszone mit Einshnürung bei fortshreitender Belastungund dem wihtigsten Merkmal, der für den Bruhprozess verbrauhten Energie, derBruhenergie; der zunehmende Steigkeitsverlust unter einaxialer, zyklisher Belastung; eine näherungsweise konstante Festigkeit unter biaxialer Zugbeanspruhung, dieder einaxialen Zugfestigkeit entspriht und das Verhalten unter kombinierter Zug-Shub-Beanspruhung mit gekrümmten Riss-pfaden, das sih aber als Mode I Prozess herausstellt.Darüber hinaus soll das neue Modell folgende weitere Anforderungen erfüllen, vgl. Ka-pitel 1: Die Materialentfestigung in der Prozesszone ist oensihtlih rihtungsabhängig.Erfasst werden soll diese Anisotropie so einfah wie möglih und so komplex wienötig. Die Verwendung eines anisotropen Shädigungsmodells ist erforderlih. Die Hauptsätze der Thermodynamik und insbesondere das Prinzip der maximalenDissipationsrate sollen erfüllt sein. Die Theorie soll möglihst physikalish motiviert sein. 89
5 Anisotropes Shädigungsmodell für Normalbeton Eine symmetrishe Materialtangente ist vorteilhaft und daher anzustreben. Die Zahl der Materialparameter muss so gering wie möglih sein. Die Material-parameter sollen aus wenigen Standardversuhen problemlos bestimmbar sein. Esdürfen keine freien Parameter vorhanden sein, die eine Beeinussung von Simula-tionsergebnissen erlauben würden. Um wihtige harakteristishe Phänomene in Simulationen untersuhen zu können,sind häug Simulationen bis weit in die Enfestigung erforderlih. Daher muss dasLösungsverfahren sehr robust sein.Eine groÿe Zahl vershiedener anisotroper Shädigungsmodelle wurden in der Literaturvorgestellt. Eine Möglihkeit, sie zu harakterisieren, ist die Untersheidung anhand dergewählten Shädigungsvariablen: [Krajinovi & Fonseka, 1981℄ repräsentieren die Shä-digung mit Vektoren; [Govindjee et al., 1995℄, [Murakami & Kamiya, 1996℄, [Dragonet al., 2000℄, [Shmidt-Hurtienne, 2000℄ und [Carol et al., 2001℄ nutzen Tensoren zweiterStufe; [Papa & Talierio, 1996℄ und [Berthaud et al., 1990℄ verwenden eine Kombinationaus Tensoren zweiter Stufe und Skalaren; [Chabohe, 1993℄ shlägt einen Shädigungs-tensor vierter Stufe vor. Modelle, die direkt den Steigkeitstensor oder den Nahgiebig-keitstensor nutzen, wurden von [Simo & Ju, 1987℄, [Simo & Ju, 87 b℄ und [Pölling, 2000℄präsentiert.Die Shädigungsgrenzähen vieler Modelle sind in Spannungen oder in Dehnungen de-niert. Um die allgemeine Gültigkeit des Prinzips der maximalen Dissipationsrate zugewährleisten, muss dieses Prinzip jedoh in allen Räumen erfüllt sein. Die Gültigkeitdes Prinzips der maximalen Dissipationsrate in allen Räumen kann sihergestellt werdendurh die Denition der Shädigungsgrenzähen im Raum der Dualen zur Shädigungs-variable, da auf diese Weise Assoziiertheit in allen Räumen vorliegt. Daher wird in dieserArbeit eine Formulierung der Grenzähen im Raum der Dualen zur Shädigungsvaria-ble verwendet. Eine solhe Denition für den anisotropen Fall ist im Allgemeinen jedohshwierig. Ermögliht wird sie beispielsweise durh die Verwendung der in [Carol et al.,2001℄ vorgeshlagenen pseudo log damage rate.Im Kapitel Kontinuumsshädigungsmehanik wurden die notwendigen Shritte zur For-mulierung eines Modells ausführlih dargestellt und seien hier nohmals kurz zusammen-gefasst:1. Denition eines eektiven Materials (Abshnitt 4.3);2. Verknüpfung des eektiven Materialzustandes mit dem realen Materialzustand an-hand einer Äquivalenzforderung (Abshnitt 4.3);3. Denition einer Shädigungsvariable (Abshnitt 4.4);4. Formulierung eines Shädigungsoperators zur linearen Abbildung des eektivenZustandes auf den realen Zustand und umgekehrt; Dieser wird anhand der Shä-digungsvariable deniert (Abshnitt 4.5);5. Aufstellen einer Evolutionsregel für die Shädigungsvariable (Abshnitt 4.6).90
5.2 Prinzip der äquivalenten Energie, Shädigungsvariable und Shädigungsoperator6. Formulierung einer Shädigungsgrenzähe (folgt in Abshnitt 5.5).Anhand dieses Shemas wird nun die Formulierung des Materialmodells erläutert.5.2 Prinzip der äquivalenten Energie, Shädigungsvariable undShädigungsoperatorIn Abshnitt 4.3 wurde ein als linear elastish isotropes angenommenes eektives Materialeingeführt mit
σeff = E0 : ǫ
effund für das reale Material wird die Struktur
σ = E(E0,D∗) : ǫvorausgesetzt mit der noh allgemeinen Shädigungsvariable D∗. Zur Verknüpfung bei-der Materialzustände wird den Begründungen in Abshnitt 4.3 folgend das Prinzip deräquivalenten Energie gewählt. Aus diesem folgen die Gleihungen
σeff = K : σ, σ = K−1 : σeff
ǫeff = K−T : ǫ, ǫ = KT : ǫeff (5.1)mit dem Shädigungsoperator vierter Stufe K und für den Stotensor des realen Mate-rials folgt
E = K−1 : E0 : K




(wikwjl + wilwjk) , (5.3)oder in symbolisher Shreibweise
K = w⊗w ,mit dem Produkt ⊗ nah Abshnitt A.2.1. Begründet wurde diese Wahl ausgiebig inAbshnitt 4.5. Berüksihtigung der Hauptsymmetrie von K führt zur vereinfahtenDarstellung der Gln. (5.1) ohne transponierte Tensoren:
σeff = K : σ, σ = K−1 : σeff
ǫeff = K−1 : ǫ, ǫ = K : ǫeff . (5.4)Nun wird die mathematishe Struktur dieser Operationen leihter verständlih. Stelltman sih die eektiven Maÿe im Hauptahsensystem vor, so handelt es sih um lineareAbbildungen von Vektoren. Durh die Abbildung anhand des Operators K−1 wird dereektive Spannungsvektor gedreht und verkürzt. Dementsprehend bedeutet der inverseOperator K angewendet auf den eektiven Dehnungsvektor die Drehung um den gleihen91




(w̄ikw̄jl + w̄ilw̄jk) , (5.5)bzw.
K−1 = w̄⊗ w̄ .Einsetzen der Inversen K−1 in den aus dem Prinzip der äquivalenten Energie abgeleitetenAusdruk für den Materialtensor E = K−1 : E0 : K−T nah Gl. (4.11) gibt nah einigenUmformungen
Eijkl = w̄ipw̄jqw̄krw̄lsE
0
pqrs .Der Ausdruk Eijkl lässt sih auh übersihtliher symbolish in der Form E(E0, φ̄)darstellen:
E(E0, φ̄) = Λ0φ̄ ⊗ φ̄ + 2G0φ̄⊗ φ̄ . (5.6)Damit ist das Materialgesetz für das reale, geshädigte Material in sekantieller Formgegeben:
σ = E(E0,φ) : ǫ , (5.7)wobei φ̄ noh durh φ ersetzt wurde, da dieses Shädigungsmaÿ für folgende Betrah-tungen geeigneter ist. Verknüpft sind die beiden Shädigungsmaÿe durh φ̄ · φ = δ.Einsetzen der Gln. (5.5) und (5.3) in Gl. (5.1) ergibt die Abbildungen zwishen eekti-ven Spannungen, Dehnungen und realen Spannungen, Dehnungen mit
σeffkl = wikσijwlj, σij = w̄ikσ
eff
kl w̄lj
ǫeffij = w̄ikǫklw̄lj, ǫkl = wikǫ
eff








= E : ǫ (5.10)92












= ǫ : E : ǫ̇ +
∂f
∂φ
: φ̇ . (5.13)Einsetzen in die Clausius-Duhem-Ungleihung für isotherme Prozesse
ḟ ≤ σ : ǫ̇ (5.14)ergibt
0 ≤ [σ − ǫ : E] : ǫ̇ − ∂f
∂φ




: φ̇ = −Yφ : φ̇ . (5.16)Um im Folgenden mit einer positiven Gröÿe arbeiten zu können, wird −Yφ als dualeVariable zu φ gewählt. Die Ableitung einer Evolution der Shädigungsvariable φ erfolgtnun anhand des Prinzips der maximalen Dissipationsrate, vgl. Abshnitt 3.6.3.
Pdis soll maximiert werden unter den Nebenbedingungen Fk = 0, k = 1, 2, 3. Die Neben-bedingungen Fk sind die Shädigungsgrenzähen, die elastishe Materialantwort vonfortshreitender Shädigung untersheiden. Die Verwendung von drei Shädigungsgrenz-ähen F1, F2, F3 ermögliht die entkoppelte Modellierung von Shädigung in drei ver-shiedenen Rihtungen. Maximiert wird die Dissipationsrate anhand einer Konvertierungdes Problems in eine Lagrangeminimierung von −Pdis, vgl. z. B. [Luenberger, 1984℄. Ein-führung der Lagrangemultplikatoren λ̇k ≥ 0 ergibt die Lagrangefunktion L



















. (5.17)Des Weiteren erhält man auh noh die klassishen Kuhn-Tuker-Bedingungen, die not-wendige Bedingungen erster Ordnung für ein Minimum darstellen, vgl. [Luenberger,1984℄:
λ̇k ≥ 0 , Fk ≤ 0 , λ̇kFk = 0 . (5.18)93
5 Anisotropes Shädigungsmodell für NormalbetonWie shon erwähnt, ermögliht die Verwendung von drei Shädigungsgrenzähen F1,
F2, F3 die entkoppelte Modellierung von Shädigung in drei vershiedenen Rihtungen.Deniert werden sollen die Rihtungen durh die Eigenvektoren von −Yφ. Wenn dieGrenzähe F1 aktiv ist, so soll die Shädigung in die Eigenrihtung des gröÿten Ei-genwertes von −Yφ zunehmen. Für eine aktive Grenzähe F2 soll das Material nur indie Eigenrihtung des zweitgröÿten Eigenwertes geshädigt werden und für den kleinstenEigenwert gilt entsprehendes. Bisher wurden die Grenzähen F als Nebenbedingungeneingeführt, es wurde aber noh nihts über die Variablen ausgesagt, in denen sie de-niert sein sollen. Folgende, teilweise shon erwähnte, Überlegungen empfehlen aber eineDenition der Grenzähen im Raum der dissipativen Kräfte −Yφ: Zur Berehnung der Shädigungsevolution φ̇ müssen die Ableitungen ∂Fk
∂−Yφ
exis-tieren. Eine Denition F (−Yφ) zusammen mit der Verwendung der Evolutionsregel inGl. 5.17 garantieren die Gültigkeit des Prinzips der maximalen Dissipationsrate inallen Räumen und eine symmetrishe Materialtangente, vgl. Abshnitt 4.6.5 , diesist vorteilhaft.Darüber hinaus beshränkt Gl. (5.17) die Gestaltungsfreiheit der Grenzähen Fk. Fürdie Lagrangemultiplikatoren gilt λ̇k > 0 im Falle zunehmender Shädigung. Da die Shä-digung nur zunehmen kann, dies entspriht φ̇a > 0 für die Eigenwerte φ̇a von φ̇, mussder Tensor zweiter Stufe ∂Fk
∂−Yφ
positiv denit sein.5.4 pseudo log damage rate, Variablen der GrenzähenIm letzten Abshnitt wurde die Inverse φ des Integritätstensors als Shädigungsmaÿdeniert und die duale Gröÿe −Yφ als die Variable der Grenzähen vorgeshlagen.Diese ergibt sih nah [Carol et al., 2001℄ zu






σpkφklσlq (5.19)mit dem Elastizitätsmodul E0 und der Querdehnzahl ν0 des ungeshädigten, isotropenMaterials. Der die duale Gröÿe −Yφ kennzeihnende Indes φ wurde in der Indexshreib-weise hohgestellt. Eine physikalishe Bedeutung von −Y φpq ist aber shwer zu erkennenund darum eine Denition der Grenzähen Fk im Raum von −Y φpq unvorteilhaft.Wünshenswert ist die Wahl einer Shädigungsvariable, deren duale Gröÿe physikalishverständlih ist und so eine nahvollziehbare, physikalish vernünftige Denition derGrenzähen zulässt. Dies erfüllt die in [Carol et al., 2001℄ vorgestellte pseudo-logarithmidamage tensor rate L̇, die deniert ist mit
L̇ = 2w̄ · φ̇ · w̄ , φ̇ = 1
2
w · L̇ · w . (5.20)Wihtig ist zu beahten, dass das Integral L = ∫ L̇dt im Allgemeinen niht geshlos-sen integrierbar ist, nur im Sonderfall der konstanten Hauptrihtungen von L und φ.94
5.4 pseudo log damage rate, Variablen der GrenzähenDamit ist die neue Shädigungsvariable allgemein nur in Ratenform geshlossen de-niert. Die duale Variable lässt sih aus der Dissipationsrate Pdis bestimmen. Mit denGln. (5.16,5.19,5.20) folgt




















σpkφklσlqwprwsqL̇rs . (5.21)Nun sind einige Nebenrehungen durhzuführen. Die Spur der eektiven Spannungen ist
tr(σeff) = σeffkl δkl = σ
eff
kk (5.22)oder durh die realen Spannungen ausgedrükt
tr(σeff) = σeffkl δkl = wikσijwljδkl








































jk . (5.27)Der groÿe Vorteil dieser Formulierung besteht darin, dass diese duale Variable −Y einigephysikalishe Interpretationen zulässt: Die erste Invariante von −Y ist die elastishe Energie des eektiven Materials unddamit auh die elastishe Energie des realen Materials aufgrund des angewendetenPrinzips der äquivalenten Energie. 95
5 Anisotropes Shädigungsmodell für Normalbeton Für folgende Überlegung muss bekannt sein, dass−Y und L̇ die gleihen Hauptrih-tungen haben, was weiter unten in Gl. (5.28) erkennbar wird.Man nehme an, das Material werde in nur eine Rihtung geshädigt. Nah Trans-formation ins Hauptahsensystem gelte L̇1 6= 0, L̇2 = L̇3 = 0. Dann ist Pdis nurmaximal, wenn der erste Hauptwert −Y1 von −Y der gröÿte Hauptwert ist. Wennnämlih z. B. −Y2 der gröÿte wäre, dann ergäbe sih eine maximale Dissipationsra-te für eine Shädigungszunahme in 2-Rihtung. Das bedeutet, man könnte −Y alsHilfstensor auassen, dessen Hauptwerte die Rihtungen festlegen, in die die Shä-digung zunehmen muss, um die Dissipationsrate zu maximieren. Da die Shädigungeinheitenfrei ist, ist die Einheit von −Y die einer Energie. Es ist interessant festzustellen, dass die Hauptrihtungen der Shädigungszunahme








(5.28)mit den Nebenbedingungen Fk = 0.An dieser Stelle sind einige erläuternde Worte bezüglih der Variablen −Y und derVerknüpfung von L̇ und φ̇ nah Gl. (5.20) angebraht: Als duales Variablenpaar zur Beshreibung des Shädigungsprozesses werden −Yund L̇ genutzt. −Y ist in den eektiven Gröÿen deniert mit −Y = 1
2
σeff ·ǫeff . DieHauptrihtungen von σeff , ǫeff ,−Y und L̇ sind gleih. Man könnte daher sagen,dass die die Belastung beshreibende Gröÿe −Y und der Shädigungszuwahs L̇beide im eektiven Materialzustand deniert sind. Die Verknüpfung von L̇ und φ̇, Gl. (5.20), kann umgeshrieben werden zu φ̇ =
1
2
w · L̇ · w = 1
2
w⊗w : L̇, d. h. ein Operator 1
2
w⊗w bildet L̇ auf φ̇ ab. DieserOperator entspriht K bis auf einen skalaren Faktor. Es sei daran erinnert, dassder Shädigungsoperator K = w⊗w die eektiven Spannungen und Dehnungenauf die im Realzustand denierten Gröÿen abbildet, Gl. (5.4).Der Shädigungstensor φ ist im Realzustand deniert, da er die realen Spannungen
σ mit den realen Dehnungen ǫ verbindet, vgl. Gl. (5.7).Das bedeutet, man kann die Zusammenhänge dahingehend interpretieren, dass derOperator 1
2
w⊗w den im eektiven Zustand denierten Shädigungszuwahs L̇ aufden im Realzustand denierten Shädigungszuwahs φ̇ abbildet.Verwendet man die duale Variable −Y der pseudo log damage rate L̇ zur Beshreibungdes Belastungszustandes in einer Grenzähe und nutzt Gl. (5.28) als Evolutionsgesetz,so kann man zusammenfassend Folgendes sagen:96
5.5 ShädigungsgrenzähenDer Belastungszustand und der Shädigungszuwahs werden beide im eektiven Zu-stand bestimmt, wobei die Rihtung des Shädigungszuwahses immer den Hauptrih-tungen von σeff und ǫeff entspriht. Das Ziel aller Bemühungen ist aber eine Spannungs-Dehnungsbeziehung im Realzustand. Daher muss der im eektiven Zustand denier-te Shädigungszuwahs noh auf den Realzustand abgebildet werden, dies übernimmtGl. (5.20).5.5 ShädigungsgrenzähenIn den letzten vier Abshnitten wurden wesentlihe Bestandteile des neuen Shädigungs-modells für Beton formuliert. Dies sind die Spannungs-Dehnungsbeziehung in sekantiellerForm










∂(−Y) (5.30)Gln. (5.20,2) und (5.28), und die Bedingungen zur Untersheidung zwishen Belastungund Entlastung, Gl. (5.18):
λ̇α ≥ 0 , Fα ≤ 0 , λ̇αFα = 0 . (5.31)Zur Vervollständigung des Shädigungsmodells fehlen noh die speziellen Denitionenfür die Shädigungsgrenzähen Fα. Deren Formulierung folgt nun.Eine Shädigungsgrenzähe muss neben einem den Belastungszustand beshreibendenAnteil auh einen den aktuellen Materialzustand beshreibenden enthalten. Dazu wirdeine allgemeine Struktur
Fk = fk − rk (5.32)angenommen, wobei fk die aktuelle Belastung und rk den aktuellen Materialzustanderfassen sollen. Der Belastungszustand wird im Raum von −Y beshrieben, also im ef-fektiven Materialzustand. Als Denitionsraum des Anteils rk, der den Materialzustanderfasst, sollte dementsprehend die im eektiven Zustand denierte Shädigungsvariable
L genutzt werden. Da L̇ geshlossen aber nur in Ratenform vorliegt, wird die Shä-digungsvariable φ zur Erfassung des aktuellen Materialzustandes gewählt. Denn eineShädigungsvariable in geshlossener Form ist unbedingt notwendig in der Grenzähe,da sonst der den Materialzustand beshreibende Anteil der Grenzähe rk niht geshlos-sen, abhängig von einer Shädigungsvariable, formuliert werden kann. Dies wird deutlihbei der Formulierung des Anteils rk ab Gl. (5.38).So folgt für die allgemeine Struktur der Grenzähen
Fk = fk(−Y) − rk(φ) (5.33)97
5 Anisotropes Shädigungsmodell für NormalbetonDa diese Formulierung in Tensoren 2. Stufe kompliziert ist, werden die Grenzähen inden Eigenwerten von −Y und φ̇ deniert. Dies ermögliht eine einfahe Entkopplungund es ergeben sih shlieÿlih Grenzähen der Form
F1(−Y1, φ1) , F2(−Y2, φ2) , F3(−Y3, φ3) . (5.34)Da die folgenden Ableitungen für alle drei Grenzähen Fk die gleihen sind, wird nurdie Bestimmung von F1(−Y1, φ1) dargestellt. Die Basisstruktur ist












mit der Zugfestigkeit fct. Wirdmehr Arbeit am System verrihtet, so beginnt der Beton Energie zu dissipierenmit der Bildung neuer Rissoberähen. Im einaxialen Fall gilt an der elastishenGrenze Ŷ1 = 12 f2ctE0 , woraus sih folgende Form von f1(−Ŷ1) als geeignet ergibt:
f1(−Ŷ1) = −Ŷ1 . (5.37)So wird Gl. (5.35) zu
F1(−Ŷ1, φ1) = −Ŷ1 − r1(φ1) . (5.38)Der Anteil r1(φ1) zur Beshreibung des aktuellen Materialzustandes wird auh als Shä-digungsevolution bezeihnet und nun abgeleitet. Als Basis der Ableitung einer Evolution
r1(φ1) wird gefordert, dass im einaxialen Zugversuh das reale, physikalishe Verhaltenvon Normalbeton modelliert wird, speziell die dissipierte Bruhenergie Gf muss reali-tätsnah simuliert werden. Für den speziellen Fall des einaxialen Zuges gilt




.Unter spezieller Berüksihtung der Shädigungsbedingung F1 = 0 gilt dann für einaxialeZugbelastung









σ1ǫ1 − r1(φ1) = 0 . (5.39)98
5.5 ShädigungsgrenzähenNun wird für σ1 in Gl. (5.39) eine Formulierung σ1(ǫ1) aufgestellt, die das reale Zugver-halten von Normalbeton abbildet. Ausgang ist eine leihte Modikation der Spannungs-Rissönungsbeziehung nah [Gopalaratnam & Shah, 1983℄
σ1 = fcte








−kwdw (5.41)der somit die Bruhenergie repräsentierende Parameter k bestimmt werden. Der Wertder Grenzrissönung wc = 0.15mm ist eine vernünftige Abshätzung für Normalbeton.Um aus Gl. (5.40) eine Spannungs-Dehnungs-Beziehung zu erhalten, muss die Rissö-nung w auf eine Prozesszonenbreite hch bezogen werden. Diese entspriht nah Ansihtdes Autors der Breite der Zone innerhalb derer Energiedissipation stattndet. Die sorgfäl-tige Wahl von hch ist der Kern des Lokalisierungsproblems. Ausführlihe Betrahtungenzu diesem Thema folgen in den Abshnitten 7 und 8.Die Spannungs-Dehnungsbeziehung ist
σ1 = fcte
−kǫ1·hch . (5.42)Berüksihtigt man noh, dass Entfestigung erst ab Erreihen der Zugfestigkeit beginnensoll, so folgt
σ1 = fcte















) (5.45)mit der Lambertfunktion W (..), siehe z. B. [Corless et al., 1996℄. Die Lambertfunktionist die Umkehrfunktion x(y) von y = x ex. Einsetzen von ǫ1(φ1) in Gl. (5.43) ergibt einen99
5 Anisotropes Shädigungsmodell für NormalbetonAusdruk σ1(φ1). Zur Formulierung der Shädigungsevolution r1(φ1) sind nun nur noh




























) hch) (5.48)mit Z = e(k hch fctE0 ).Einsetzen von r1(φ1) in Gl. (5.38) und analoges Vorgehen für die Flähen F2, F3 ergibtdie drei gesuhten Shädigungsgrenzähen:



























































) hch) .Es sei noh darauf hingewiesen, dass in [Carol et al., 01 b℄ und [Hansen et al., 2001℄ auheine Formulierung für das Zugverhalten von Beton vorgeshlagen wurde, jedoh einegekoppelte. Das gröÿere Problem in deren Formulierung besteht aber darin, dass derenlogarithmishe Shädigungsevolution ab Shädigungsbeginn keine Zunahme der freienEnergie mehr ermögliht. Bei kleinen Elementen ist dies aber unbedingt erforderlih,daher sind netzunabhängige Simulationen mit deren Ansatz niht möglih.5.6 MaterialtangenteShlieÿlih wird noh, insbesondere für das Verfahren zur Lösung des sih shlieÿlihergebenden Systems von konstitutiven Gleihungen in Abshnitt 6.4.2, die inkrementelleSpannungs-Dehnungsbeziehung
σ̇ = Etan : ǫ̇ (5.50)ermittelt. Die hierfür erforderlihe Materialtangente Etan wird nun abgeleitet:Die zeitlihe Ableitung der Spannungs-Dehnungsbeziehung σ = E : ǫ lautet
σ̇ = E : ǫ̇ + Ė : ǫ
= E : ǫ̇ +
∂E
∂φ
: φ̇ : ǫ (5.51)
= E : ǫ̇ + Z : φ̇100
5.6 Materialtangentemit Z = ∂Eijkl
∂φmn
ǫkl ei ⊗ ej ⊗ em ⊗ en. Einsetzen der Gln. (5.20,2) und (5.28) liefert
σ̇ = E : ǫ̇ + Z : φ̇








∂(−Y) · w . (5.52)Der Shlüssel zur Materialtangente liegt in der Bestimmung der Multiplikatoren λ̇α,deren Bedeutung natürlih unabhängig vom aktuell gültigen Index ist und beginnt mitden Konsistenzbedingungen Ḟα = 0. Zuerst wird der Index α durh β ersetzt:
Ḟβ =
∂Fβ
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: w · ∂ Fα
∂(−Y) ·w : ǫ +
∂Fβ
∂φ
: w · ∂ Fα
∂(−Y) · w
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: E : ǫ̇ , (5.55)
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5 Anisotropes Shädigungsmodell für Normalbetondie nun in Gl. (5.52) eingesetzt werden können:




















: E : ǫ̇
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w · ∂ Fα
∂(−Y) · w








−1Z : (w · ∂ Fα
∂(−Y) · w) ⊗ (
∂Fβ
∂σ











−1Z : (w · ∂ Fα

















−1Z : (w · ∂ Fα













. Die letztenZwei sind in gαβ , Gl. (5.54) enthalten.Begonnen wird mit
∂E
∂φ̄
= Λ0(φ̄ ⊗ I4 + K6) + 2G0(φ̄⊗ I4 +
1
2
(R6 + S6)) , (5.58)wobei K6 = φ̄klδioδjpei ⊗ ej ⊗ ek ⊗ el ⊗ eo ⊗ ep, R6 = φ̄jlδimδknei ⊗ ej ⊗ ek ⊗ el ⊗ em ⊗ enund S6 = φ̄jkδimδlnei ⊗ ej ⊗ ek ⊗ el ⊗ em ⊗ en gelten.Um die vershiedenen Ableitungen der Grenzähen Fα besser strukturieren zu können,wird deren in Abshnitt 5.5 eingeführte Grundstruktur wieder genutzt.
















α ⊗ tα = Nα . (5.59)102





















(σeff ⊗ I + tr(σeff)I⊗ I) + 1 + ν0
2E0
(σeff ⊗ I + σeff ⊗ I) , (5.61)und der dritte Faktor lautet
∂σeff
∂σ
= w⊗w . (5.62)Damit sind die partiellen Ableitungen ∂Fα









∂φDer linke Term ist ∂fα
∂φ
















k h(1 + Vα)φα
(1 − Vα) ,wobei Z = e(k h fctE0 ) und Vα = W (k h fct φ2α ZE0 ) gelten. Damit sind alle Anteile der Material-tangente Etan in Gl. (5.57) bestimmt.5.7 Zusammenstellung der konstitutiven GleihungenIn diesem Abshnitt wird die Darstellung des neuen anisotropen Shädigungsmodellsabgeshlossen. Die konstitutiven Beziehungen des neuen Modells werden zusammenge-stellt. Shlieÿlih ist das resultierende System konstitutiver Gleihungen aufgebaut ausder Spannungs-Dehnungsbeziehung in sekantieller Form











5 Anisotropes Shädigungsmodell für NormalbetonGln. (5.20,2) und (5.28), und den Grenzähen









) hch) , (5.65)Gln. (5.49), wobei als Index der Grenzähen nun α genutzt wird.Zur Untersheidung zwishen Belastung und Entlastung werden die Kuhn-Tuker Be-dingungen genutzt:
λ̇α ≥ 0 , Fα ≤ 0 , λ̇αFα = 0 . (5.66)Die möglihen Belastungssituationen sind: Belastung mit Shädigung, λ̇α > 0, Fα = 0, Belastung oder Entlastung im elastishen Bereih, λ̇α = 0, Fα < 0 und neutrale Belastung mit λ̇α = 0, Fα = 0.Anhand dieses Systems von konstitutiven Beziehungen - der Spannungs-Dehnungsbezie-hung in sekantieller Form, den Evolutionsregeln, den Grenzähen und den Belastungs-bedingungen - ist das neue Stomodell vollständig deniert.Um dieses System anhand des Verfahrens in Abshnitt 6.4.2 lösen zu können wurdezusätzlih die inkrementelle Spannungs-Dehnungsbe-ziehung
σ̇ = Etan : ǫ̇mit der Materialtangente Etan nah Gl. (5.57) bestimmt. Die Materialtangente wird dar-über hinaus auh in der Finite-Elemente Methode in Gl. (6.35) verwendet.In der Einleitung, Abshnitt 5.1, wurden mehrere Anforderungen formuliert, die dasneue Modell erfüllen soll. Deren Erfüllung wird nun diskutiert:Es wird gewährleistet, dass das Prinzip der maximalen Dissipationsrate erfüllt ist, dadieses selbst als Basis für die Denition der Evolutionsregel der Shädigungsvariablenverwendet wurde, vgl. Abshnitte 5.3 und 5.4, und die Grenzähen im Raum von −Ydeniert wurden. So wird auh die Symmetrie der Materialtangente sihergestellt. DieAnisotropie beim Materialverhalten von Beton unter Zug wird erfasst durh die Verwen-dung von Tensoren zweiter Stufe als Shädigungsvariablen.Das physikalishe Verhalten von Beton unter Zugbelastung wird realitätsnah wiederge-geben durh die Ableitung des den Materialzustand erfassenden Anteils rk der Grenzä-hen anhand einer experimentell abgesiherten Spannungs-Rissönungsbeziehung, vgl.Abshnitt 5.5. Der Belastungszustand wird in den Grenzähen mit energieähnlihenGröÿen erfasst, fk(−Y). Dies ersheint vernünftig aufgrund der vielen positiven Er-fahrungen bei der Verwendung von energiebasierten Kriterien, wie z.B. in der linearelastishen Bruhmehanik oder der von Mises-Plastizität. Im Sonderfall des einaxialenZuges beispielsweise beginnt die Shädigung sobald eine bestimmte elastishe Energiegespeihert ist. Dies sheint physikalish plausibel.Da das Modell im Rahmen der Kontinuumsshädigungsmehanik deniert wurde, kann104
5.7 Zusammenstellung der konstitutiven Gleihungender zunehmende Steigkeitsverlust unter zyklisher Belastung wiedergegeben werden. Ei-ne weitere in Abshnitt 5.1 gestellte Forderung war, möglihst wenig Materialparameterzu verwenden. Darüber hinaus sollen alle Materialparameter aus Standardversuhen be-stimmbar sein. Das Modell enthält die Zugfestigkeit fct, den ungeshädigten Elastizitäts-modul E0, die ungeshädigte Querdehnzahl ν0 und die Bruhenergie Gf als Material-parameter, wobei die Bruhenergie im Modell durh den Parameter k erfasst wird.Weniger Materialparameter ersheinen dem Autor kaum möglih. Alle diese Material-parameter sind aus wenigen Standardversuhen ermittelbar.Die korrekte Wiedergabe des Materialverhaltens von Beton unter Zug-Shubbeanspru-hung war eine weitere Forderung in der Einführung. Dies kann derzeit noh niht geprüftwerden. In den Kapiteln 8 und 9 werden jedoh Experimente simuliert, bei denen Zug -Shubbeanspruhungen auftreten und es wird sih zeigen, dass kombinierte Zug - Shub-beanspruhungen realitätsnah simuliert werden können. Die letzte verbliebene oeneForderung ist eine korrekte Energiedissipation. Ob diese Forderung erfüllt wird, hängtvon der Wahl des Parameters hch in den Grenzähen ab. Nah Ansiht des Autors istdies genau der Zwek dieses Parameters hch: Um der Realität nahekommende Simula-tionen zu erreihen, muss hch so gewählt werden, dass lokal die gleihe Energie dissipiertwird wie im Versuh. Diese komplexe Thematik wird in den Kapiteln 7 und 8 ausführ-lih diskutiert und untersuht, woraus shlieÿlih neue Erkenntnisse und Empfehlungenresultieren werden. Es wird sih zeigen, dass hch kein freier Parameter ist.
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5 Anisotropes S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6 Lösung des mehanishen FeldproblemsNah der Formulierung des neuen Materialmodells in Kapitel 5 sind nun alle Gleihungengegeben, die zur Beshreibung des mehanishen Feldes einer Betonstruktur erforderlihsind. Im mathematishem Sinne ergibt sih eine Randwertaufgabe. In Abshnitt 6.1 folgtdie Darstellung von Verfahren zur Lösung dieser Randwertaufgabe. Eines dieser Verfah-ren ist die Finite Elemente Methode, die heutzutage das wihtigste Verfahren darstelltund auh in dieser Arbeit verwendet wird. Die Abshnitte 6.2 und 6.3 zeigen die Anwen-dung der Finite Elemente Methode zuerst auf lineare und anshlieÿend auf nihtlineareProblemstellungen. Die nihtlineare Finite Elemente Methode wird in dieser Arbeit ver-wendet.Innerhalb dieser Methode erfüllen die Materialgleihungen vorrangig die Aufgabe, zugegebenen Dehnungen die Spannungen zu ermitteln. Dies ist aber mit dem neuen Sto-modell aus Kapitel 5 niht in geshlossener Form möglih. Spezielle Lösungsverfahrensind erforderlih, diese sind in Abshnitt 6.4 dargestellt.6.1 Lösung des RandwertproblemsDie allgemeine Randwertaufgabe der Strukturmehanik, die für alle Materialien gilt, lau-tet:Für eine Struktur ist bei gegebener Belastung der Gleihgewihtszustand zu bestimmenunter Einhaltung der Vershiebungs- und Spannungsrandbedingungen.Zur Lösung der Randwertaufgabe stellt die klassishe Kontinuumsmehanik die Impuls-bilanz, Abshnitt 3.4, die kinematishen Gleihungen, 3.2, und die konstitutiven Bezie-hungen zur Verfügung. Es ergibt sih ein gekoppeltes System partieller Dierentialglei-hungen. Die prinzipiellen Herangehensweisen zur Lösung dieser Problemstellung lassensih in zwei Hauptgruppen gliedern. Im einen Fall existiert ein das Problem beshrei-bendes Funktional und im zweiten Fall niht. Einige wihtige Vertreter beider Gruppenwerden kurz vorgestellt, wobei jeweils eine kurze Beurteilung der praktishen Relevanzerfolgt.6.1.1 Lösung unter der Voraussetzung der Existenz eines FunktionalsFalls ein Funktional existiert, z.B. das elastishe Gesamtpotential für ein statishes Feld,so besteht die Aufgabe darin, das Vershiebungsfeld u zu bestimmen, für das das Funk-tional einen Stationärwert annimmt. [Betten, 2003℄ speziziert dies noh genauer underläutert, dass dieser Stationärwert für bestimmte Voraussetzungen ein lokales Minimumist und darum auh oft vom Prinzip des Minimums des Gesamtpotentials gesprohenwird. Zum Erreihen dieses Zieles gibt es vershiedene Wege:1. Finden des exakten Feldes u(X), das Stationarität des Funktionals be-wirkt: 107
6 Lösung des mehanishen FeldproblemsIm allgemeinen Fall eines Funktionals der Form G(u, ∂u
∂X
, ..) werden hierfür die Eu-lershen Dierentialgleihungen aufgestellt, vgl. z.B. [Betten, 2003℄. Deren Lösungist das gesuhte Feld u. Dieser Zusammenhang sei kurz erklärt. Wie allgemeinbekannt, wird zur Ermittlung des Stationärwertes einer Funktion g(x) die ersteAbleitung g′(x) mit Null gleihgesetzt und x bestimmt. Dasselbe Ziel wird für einFunktional der allgemeinen Form G(u, ∂u
∂X
, ..) erreiht, wenn für das Funktional dieEulershen Dierentialgleihungen formuliert werden.Im Fall des statishen Feldproblems kann das Funktional auf eine Form G(u) re-duziert werden, wodurh sih die Suhe eines Stationärwertes vereinfaht. Anstattdie Eulershen Dierentialgleihungen zu lösen, muss nur die erste Variation gleihNull gesetzt werden.Praktisher Nutzen:Die Bestimmung des exakten Feldes u ist nur für wenige Sonderfälle möglih.2. Näherungsweise Ermittlung des Stationärwertes des Funktionals anhandeines Näherungsansatzes für das Feld u:Es wird ein Vershiebungsansatz für den gesamten Körper aufgestellt. Um al-le Randbedingungen erfüllen zu können, müssen die Ansätze entsprehend vieleFreiwerte besitzen. Der Näherungsansatz wird in das Funktional eingesetzt. Dernähste Shritt ist die Ermittlung von Stationärwerten des Funktionales, indemnah den Freiwerten partiell dierenziert wird und die einzelnen partiellen Ablei-tungen gleih null gesetzt werden. Es ergibt sih ein Gleihungssystem, das nahden Freiwerten aufgelöst werden kann. Diese Methodik wird mit Rayleigh-Ritz-Verfahren bezeihnet.Praktishe(r) Umsetzung/ Nutzen: Da Ansätze für die gesamte Struktur aufge-stellt werden müssen, ist die Anwendung des Rayleigh-Ritz-Verfahrens auf einfa-he, geometrishe Systeme begrenzt. Teilt man aber die Gesamtstruktur in einzel-ne Elemente auf, stellt Ansätze für diese Elemente auf und baut erst am Ende dieGesamtstruktur wieder zusammen, so erhält man ein modiziertes Ritzverfahren.Man erhält die Finite-Elemente-Methode.6.1.2 Lösung ohne die Existenz eines Funktionals zu fordernDiese Gruppe hat bei der Berehnung von mehanishen Feldern mit nihtlinearem Ma-terialverhalten groÿe Bedeutung. Es handelt sih um Näherungsverfahren, die universelleinsetzbar sind, unabhängig von der Existenz eines Funktionales. Die wihtigste Me-thodengruppe sind die Verfahren der gewihteten Residuen, deren prinzipielle Methodikanhand eines leiht verständlihen Beispiels erläutert wird, vgl. [Betten, 2003℄:Der erste Shritt ist die Wahl einer das Problem beshreibenden Dierentialgleihung.Als Problem wird ein einfaher Biegebalken gewählt und als Dierentialgleihung wirddie Beshreibung der Biegelinie y′′EI = M genutzt. Man wählt nun einen Näherungsan-satz ỹ(x). Setzt man diesen in die Dierentialgleihung sein, so ist diese niht erfüllt, esbleibt ein Residuum: ỹ′′(x)EI−M = R(x). Die Verfahren der gewihteten Residuen for-108
6.2 Lineare Finite Elementedern, dass das Integral des Produktes aus Residuum und Wihtungsfunktionen über denKörper vershwinden soll. Für den einfahen Fall des Balkens muss nur über x integriertwerden.
∫ L
0










ρ0f0 · udV −
∫
∂Af
fa,0 · udA , (6.3)
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6 Lösung des mehanishen Feldproblemswobei der belastete Anteil der Oberähe mit ∂Af bezeihnet wird. Das Gesamtpotentialergibt sih so zu





(σ : ǫ)dV −
∫
V
ρ0f0 · udV −
∫
∂Af
fa,0 · udA . (6.4)Die Stationaritätsbedingung lautet δΠ = 0. Einsetzen ergibt
∫
V
(σ : δǫ)dV =
∫
V
ρ0f0 · δudV +
∫
∂Af
fa,0 · δudA . (6.5)Diese Gleihung beshreibt das Gleihgewiht in der Form einer Bilanz virtueller Ar-beiten und erlaubt eine physikalishe Interpretation. Das Integral auf der linken Seitestellt die vom virtuellen Vershiebungsfeld δu am festgehaltenen realen Spannungsfeldgeleistete , innere virtuelle Arbeit Wint dar. Auf der rehten Seite steht die äuÿere vir-tuelle Arbeit Wext, dies ist die vom virtuellen Vershiebungsfeld an der festgehaltenenrealen eingeprägten Belastung geleistete Arbeit. Darum werden die Gln. (6.5,6.6) auhbezeihnet als das Prinzip der virtuellen Arbeit:
W int = W ext . (6.6)Der Grundgedanke der Finite Elemente Methode besteht darin, die betrahtete Strukturin diskrete Elemente aufzuteilen, die Elemente über Knoten zu verbinden und Vershie-bungsansätze für jedes Element zu formulieren. Die Vershiebungsansätze U(X) sindaufgebaut aus dem Vektor der Knotenfreiheitsgrade Û und den Ansatzfunktionen H(X):
U(X) = H(X) Û . (6.7)Dieser Shritt des Ersetzens der Vershiebungen durh Ansätze für die Vershiebungen,die von diskreten Knotenfreiheitsgraden abhängen, wird als Diskretisierung bezeihnet.Ab dieser Diskretisierung der Gleihungen wird die Matrizenshreibweise verwendet.Dierenzieren ergibt das Näherungsfeld für die Verzerrungen
ǫU(X) = B(X) Û. (6.8)Einsetzen der zwei letzten Gleihungen in Gl. (6.5) ergibt
∫
V







fa,0 H(X) δÛ dA . (6.9)Ausklammern der koordinatenunabhängigen Freiwerte Û und der virtuellen Freiwerte
δÛ ergibt
ÛTKTe δÛ = f
T
extδÛ (6.10)110









T (X)f0 dV +
∫
∂Af
HT (X)fa,0 dA . (6.12)Da Gl. (6.10) für jede beliebige virtuelle Vershiebung gültig sein muss, folgt die bekannteGrundgleihung der linearen Finite Elemente Methode
KeÛ = fext , (6.13)aus der die Knotenfreiheitsgrade Û ermittelt werden können. Die linke Seite der Glei-hung wird auh als Vektor der inneren Kräfte fint bezeihnet.6.3 Nihtlineare Finite ElementeIm letzten Abshnitt wurde die Lösung des mehanishen Feldproblems dargestellt mitder Einshränkung kleiner Vershiebungen und hyperelastishen Materialverhaltens. Nunwird die näherungsweise Lösung ohne Einshränkungen dargestellt und damit die all-gemeinste Klasse des mehanishen Feldproblems, geometrish und/oder physikalishnihtlinear, betrahtet.Da hier die Existenz eines das Problem beshreibenden Funktionals niht vorausgesetztwerden kann, wird das Vorgehen nah Abshnitt 6.1.2 umgesetzt. Es wird das Galerkin-verfahren genutzt. Als dieses System beshreibende Dierentialgleihung wird die lokaleImpulsbilanz nah Gl. (3.52) genutzt, wobei die Beshleunigungsanteile vernahlässigtwerden, da nur statishe Vorgänge betrahtet werden:
Div(F · S) + ρ0f0 = 0 . (6.14)Nun wird ein Näherungsansatz U gewählt. Einsetzen von U(erfasst in F und S), Mul-tiplikation mit den Wihtungsfunktionen δU und die Forderung der Verfahren der ge-wihteten Residuen ergeben:
∫
V
((Div(F · S) + ρ0f0) · δU)dV = 0 . (6.15)Mit etwas Umformen lässt sih Gl. (6.15) auh in einer geläugeren Form angeben.Begonnen wird mit der Trennung des Integrals:
∫
V
(Div(F · S) · δU)dV = −
∫
V
(ρ0f0 · δU)dV (6.16)
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6 Lösung des mehanishen FeldproblemsMit Hilfe der Identität Div((F · S) · δU) = (Div(F · S)) · δU + (F · S) : Grad(δU) wirddie linke Seite umgeformt zu
∫
V
(Div(F · S)) · δUdV =
∫
V
Div((F · S) · δU)dV −
∫
V
(F · S) : Grad(δU)dV . (6.17)Das erste Glied der rehten Seite in Gl. (6.17) wird nun in ein Oberähenintegral umge-wandelt. Das Oberähenintegral erstrekt sih über die belastete Oberähe ∂Af , aufder die Spannungsrandbedingung N · (F · S) = fa,0 eingeführt wird:
∫
V
Div((F · S) · δU)dV =
∫
∂Af
N · ((F · S) · δU)dA =
∫
∂Af
fa,0 · δUdA . (6.18)Einsetzen in Gl. (6.17),
∫
V






(F · S) : Grad(δU)dV , (6.19)und dann in Gl. (6.16) ergibt
∫
V
(F · S) : Grad(δU)dV =
∫
V
ρ0(f0) · δUdV +
∫
∂Af
fa,0 · δUdA . (6.20)Shreibt man noh (F ·S) : Grad(δU) = S : (FT ·Grad(δU)) und berüksihtigt, dass indiesem Produkt nur der symmetrishe Anteil von (FT ·Grad(δU)) einen Beitrag liefert,da S symmetrish ist, so wird Gl. (6.20) mit der Denition der Rihtungsableitung zu
∫
V
(S : δEL)dV = ∫
V
ρ0f0 · δUdV +
∫
∂Af




(S : δEL)dV − ∫
V




= Θint − Θext (6.22)mit dem Funktional der virtuellen äuÿeren Arbeit Θext = ∫
V
ρ0f0 · δUdV +
∫
∂Af
fa,0 · δUdAund dem Funktional der virtuellen inneren Arbeit Θint = ∫
V
(S : δEL)dV . Es handeltsih um ein nihtlineares Funktional in den Vershiebungen U. Allgemein sind Rand-bedingungen gegeben und das Funktional ist nah den Vershiebungen aufzulösen. Beilinearen Systemen ist dies ohne weiteres möglih, ohne den Weg bis zum Erreihen112
6.3 Nihtlineare Finite Elementedieses Zustandes zu bestimmen. Wenn jedoh pfadabhängige geometrishe oder physi-kalishe Nihtlinearitäten oder auh zeitabhängige Phänomene auftreten, so müssen alleGleihgewihtszustände über den Lastpfad oder den Zeitpfad bestimmt werden, vgl. [Ba-the, 1990,Shweizerhof, 1989℄. Dies kann umgesetzt werden anhand eines inkrementellenVerfahrens, das ausgehend von einem bekannten Gleihgewihtszustand t unter Vorgabeeines Belastungsinkrementes den nähsten Gleihgewihtszustand t + ∆t bestimmt. Sofolgt
Θt+∆t = Θt+∆tint − Θt+∆text = 0
Θtint + ∆Θint − Θtext − ∆Θext (6.23)Umstellen ergibt
∆Θint = Θ
t+∆t











Θint(U + ǫ∆U) . (6.25)Bestimmen des Gateaux Dierentials und Einsetzen aller Terme ergibt für Gl. (6.24)
∫
V
(∆S : δEL)dV + ∫
V

















(S : δEL)dV t .Einführen von Vershiebungsansätzen U = HÛ parallel dem Vorgehen des letzten Ab-shnittes, Einbeziehung der Forderung, dass die Gleihung für beliebige virtuelle Ver-shiebungen gelten muss, und Nutzen der Matrizenshreibweise ergeben
































BTNLSBNL dVmit der geometrish linearen Tangentensteigkeit KL und der geometrish nihtlinearenTangentensteigkeit KNL, vgl. z.B. [Bathe, 1990, de Borst et al., 1995℄. Es muss an-gemerkt werden, dass bei der Bestimmung des Spannungsinkrementes ∆S = Etan∆EL113
6 Lösung des mehanishen Feldproblemskleine Verzerrungen vorausgesetzt wurden. Die Matrizen BL und BNL sind deniert inder Bestimmung des Dierentials ∆EL, das sih aus einem Anteil ∆ELL bildet, der linearim Vershiebungsinkrement ist, und einem Anteil ∆ELNL, der quadratish im Vershie-bungsinkrement ist:





T f0 dV +
∫
∂Af
HT fa,0 dA (6.28)und f int = ∫
V
BTS dV führt zu der übersihtlihen Form
KT (Û
t+∆t)∆Û = fext,t+∆t − f int,t (6.29)
= fext(Ût+∆t) − f int(Ût) (6.30)







(t+∆t) − f int(Û
(k)
















(t+∆t) , (6.34)wobei k die Zählvariable ist. Das Verfahren entspriht dem Newton-Raphson-Verfahrenin einer etwas ungewöhnlihen Form, die sih im inkrementellen Ansatz begründet.Bei obigen Ableitungen wurde nur die Vorgabe von Kräften angesprohen. Werden Ver-shiebungen vorgegeben, so stehen zu deren Erfassung vershiedene Methoden zur Ver-fügung. In dieser kurzen Einführung in die nihtlineare Finite-Elemente-Methode wer-den diese jedoh niht angegeben. Es sei verwiesen auf beispielsweise [Wriggers, 2001℄oder [Bathe, 1990℄.Reduktion auf kleine VershiebungenDie dargestellten Gleihungen sind gültig für beliebig groÿe Vershiebungen, jedoh auf114
6.4 Stogesetzalgorithmen auf Integrationspunktebenekleine Verzerrungen begrenzt. Die konstitutiven Gleihungen in Kapitel 5 wurden fürkleine Vershiebungen bestimmt. Für diesen Fall der Begrenzung auf kleine Vershiebun-gen lassen sih auh die Gln. (6.26 bis 6.34) noh vereinfahen. Das Verzerrungsinkrementvereinfaht sih für kleine Vershiebungen zu ∆EL = ∆ELL = ∆ǫ = BL∆Û. Auÿerdemwird der linearisierte Spannungstensor genutzt mit ∆σ = Etan : ∆ǫ. Einsetzen ergibtdie in dieser Arbeit verwendeten Vereinfahungen in den Gln. (6.32 bis 6.34)








BTLσ dV .6.4 Stogesetzalgorithmen auf IntegrationspunktebeneDie Gln. (6.28,6.32 bis 6.34 und 6.35) stehen zur Lösung des mehanishen Feldproblemszur Verfügung. Innerhalb dieser müssen während der numerishen Integration an jedemIntegrationspunkt die Spannungen σ für f int und die Materialtangente für die Tangenten-steigkeit KT bestimmt werden. Als Basis dient das System konstitutiver Gleihungenin Abshnitt 5.7. Dieses System von Dierentialgleihungen kann mit vershiedenen Ver-fahren gelöst werden, wobei sih eine prinzipielle Unterteilung der Verfahren in expliziteund implizite vornehmen lässt. Das Gleihungssystem wurde sowohl mit einem implizi-ten als auh mit einem expliziten Verfahren gelöst. Dies ist sinnvoll, da sih diese gutergänzen. Die implizite Methode löst das System sehr genau, dies wird jedoh mit hohenRehenzeiten bezahlt. Darüber hinaus ist das Verfahren wenig robust, Divergenz tritt beifortgeshrittener Entfestigung häug auf. Das explizite Verfahren ist wesentlih shnellerund robuster, jedoh auh fehleranfälliger bei ungeshikter Wahl des Steuerungspara-meters, der Shrittweite.In dieser Arbeit wurden alle Berehnungen mit dem expliziten Verfahren durhgeführt,unterstützt durh regelmäÿige Kontrollberehnungen mit der impliziten Methode. BeideVerfahren werden in den folgenden beiden Abshnitten dargestellt, zuerst das impliziteVerfahren mit einem Newton-Raphson-Lösungsverfahren und anshlieÿend das expliziteVerfahren aus der Gruppe der Runge-Kutta-Verfahren.6.4.1 Newton-Raphson-VerfahrenDie Gleihungen aus Abshnitt 5.7 werden als System angeordnet
σij = Eijklǫkl
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6 Lösung des mehanishen Feldproblemsmit der Abkürzung N krs = ∂Fk∂(−Yrs) . Transformation der Gleihungen in Nullstellenform,Nutzung der symbolishen Shreibweise, Ersetzen der Shädigungsevolution mit den Ab-kürzungen rk(φ) und Ansatz eines impliziten Eulershemas, vgl. Abshnitt A.1, führenzu
Rσ = 0 = −σt+1 + Et+1(φt+1) : ǫt+1 (6.37)
RF1 = 0 = (−Ŷ1)t+1 − r1((φ1)t+1) (6.38)
RF2 = 0 = (−Ŷ2)t+1 − r2((φ2)t+1) (6.39)
RF3 = 0 = (−Ŷ3)t+1 − r3((φ3)t+1) (6.40)
Rφ = 0 = −φt+1 + φt +
1
2
wt+1 · (∆λ1N1 + ∆λ2N2 + ∆λ3N3) · wt+1 (6.41)mit dem aktuellen Zeitshritt t+1 und dem vorigen Zeitshritt t. Dies ist ein Gleihungs-system für die unbekannten Variablen σt+1,φt+1,∆λ1,∆λ2,∆λ3. Es ist zu beahten, dass
ǫt+1 gegeben ist und daher als Parameter betrahtet wird. Für bessere Übersihtlihkeitwerden im Folgenden die Indizes zur Kennzeihnung des Zeitshrittes niht mehr ange-shrieben, sofern es niht unbedingt notwendig ist. Gelöst wird das Gleihungssystemmit dem Newton-Raphson-Verfahren, ähnlih wie ein plastishes Modell in [Wriggers,2001℄:
Φiδpi+1 = −Ri













































































σ φ ∆λ1 ∆λ2 ∆λ3





































. (6.48) Im linken Summanden gilt
∂(φ̄ ⊗ φ̄)
∂φ̄
= φ̄ ⊗ I4 + K6 (6.49)mit K6 = φ̄klδioδjpei ⊗ ej ⊗ ek ⊗ el ⊗ eo ⊗ ep und im rehten
∂(φ̄⊗ φ̄)
∂φ̄
= φ̄⊗ I4 + 1
2
(R6 + S6) (6.50)mit R6 = φ̄jlδimδknei ⊗ ej ⊗ ek ⊗ el ⊗ em ⊗ enund S6 = φ̄jkδimδlnei ⊗ ej ⊗ ek ⊗ el ⊗ em ⊗ en.Damit folgt
∂E
∂φ̄
= Λ0(φ̄ ⊗ I4 + K6) + 2G0(φ̄⊗ I4 +
1
2
(R6 + S6)) . (6.51)2. Für den rehten Term in Gl. (6.47) gilt
∂φ̄
∂φ
= −φ−1 ⊗φ−1 . (6.52)Damit ist ∂Rσ
∂φ


















































6 Lösung des mehanishen Feldproblems1. Es gelten für den jeweils ersten Faktor
∂f1
∂(−Y) = t
1 ⊗ t1 = N1 (6.57)
∂f2
∂(−Y) = t
2 ⊗ t2 = N2 (6.58)
∂f3
∂(−Y) = t






(I ⊗ ǫeff) . (6.61)3. Der jeweils rehte Faktor berehnet sih anhand
∂σeff
∂σ













. (6.63)1. Für den linken Summanden gilt
∂f1
∂φ
















k h(1 + V1)φ1






















, ergeben alle null.118



















w · ∂(∆λ1N1 + ∆λ2N2 + ∆λ3N3)
∂σ















∆λw ·NN · w
∂φ
= −I4,s + 1
2
∆λ
∂w ·NN · w
∂φ

















: NN+ A : ∂NN
∂φ




















. (6.70) Zuerst den linken Teil
∂w⊗w
∂w
= P6 + Q6 + w⊗ I4 (6.71)mit P6 = 1
2
wjlδimδknei ⊗ ej ⊗ ek ⊗ el ⊗ ei ⊗ em ⊗ en und
Q6 = 1
2









2 − Iw3 )
[
Iw1 φ⊗φ − (Iw1 )2(φ⊗w + w⊗φ)
+(Iw1 I
w
2 − Iw3 )(φ⊗ I + I⊗φ) + ((Iw1 )3 − Iw3 )w⊗w
−(Iw1 )2Iw2 (w⊗ I + I⊗w) + ((Iw1 )3Iw3 + (Iw2 )(Iw1 Iw2 − Iw3 ))I⊗ I





= 0 (6.73)für die gewählten Grenzähen. 119











= 0.5w · ∆λ1N1 · w (6.74)
∂Rφ
∂λ2
= 0.5w · ∆λ2N2 · w (6.75)
∂Rφ
∂λ3
= 0.5w · ∆λ3N3 ·w . (6.76)Damit können für gegebene Gröÿen σn,φn des Zeitshrittes n und für gegebene Deh-nungen ǫn+1 des Zeishrittes n + 1 die gesuhten Spannungen σn+1 und der gesuhteMaterialzustand φn+1 bestimmt werden.6.4.2 Runge-Kutta-VerfahrenNah der impliziten Lösung folgt in diesem Abshnitt die explizite Lösung der Gleihun-gen aus Abshnitt 5.7. Der erste Shritt ist die Umformulierung der Gleihungen in einSystem von Dierentialgleihungen. Genutzt werden die Gl. (5.56) und die Gln. (5.64)nahdem Gl. (5.55) eingesetzt wurde:











−1Z : (w · ∂ Fα





















: E : ǫ̇Zur Lösung wird ein Verfahren aus der Gruppe der Runge-Kutta-Verfahren angewen-det. Ausführlihe Darstellungen dieser nden sih z.B. in [Engeln-Müllges & Reuter,1996℄. Ein kurzer Überblik wird im Anhang A.1 gegeben. Shlieÿlih ergibt sih für dasRunge-Kutta-Verfahren mit der Prine-Dormand rk 6(5)8 Einbettungsformel der folgen-de Lösungsalgorithmus für den Zeitpunkt t2 = i + 1 ausgehend vom Zeitpunkt t1 = imit ∆t = t2 − t1)
σi+1 = σi +
821
10000
















φi+1 = φi +
821
10000
















σ̃i+1 = σi +
61
864




















φ̃i+1 = φi +
61
864




















6.4 Stogesetzalgorithmen auf Integrationspunktebenemit
k1σ = σ̇(ǫ(t = i),φi,σi)
k1φ = φ̇(ǫ(t = i),φi,σi)






















































... (6.80)Somit sind beide Verfahren, das implizite im letzten Abshnitt und das explizite in die-sem Abshnitt, dargestellt.Wie shon in den einführenden Worten zu Beginn dieses Abshnittes 6.4 erwähnt, wur-den alle Berehnungen mit dem expliziten Verfahren durhgeführt. Es handelte sih stetsum Simulationen von Experimenten an Probekörpern aus Beton. Vorrangige Ziele warendie korrekte Wiedergabe der im Experiment gemessenen Kraft-Verformungsbeziehungenund der beobahteten Risse. Für jede Diskretisierung eines Experimentes wurde zusätz-lih eine Berehnung mit dem impliziten Verfahren durhgeführt. Wenn die Ergebnisseder impliziten Berehnung, d. h. Shädigungsverläufe und Last-Verformungsbeziehungen,eine ausreihende Übereinstimmung mit den Ergebnissen der expliziten Berehnungenzeigten, wurden die Parameter der expliziten Berehnung als geeignet angesehen. Wennniht, dann ist eine Möglihkeit, die Shrittweite des inkrementell-iterativen Vorgehensauf Systemebene zu verkleinern, dies bedeutet eine Reduktion von ∆t in den Gln. (6.32bis 6.34). Die zweite Möglihkeit ist eine Vershärfung des Kriteriums der adaptivenShrittweitensteuerung des Runge-Kutta-Verfahrens, vgl. Anhang A.1.
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6 Lösung des mehanishen Feldproblems
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7 Lokalisierung und RegularisierungIn Kapitel 5 wurde das neue anisotrope Shädigungsmodell für Beton formuliert. Damitwurde das erste Ziel dieser Arbeit erreiht, vgl. Kapitel 1. In dem aktuellen Kapitelbeginnt nun die Bearbeitung des zweiten Ziels dieser Arbeit. Das zweite Ziel ist dasErreihen von netzunabhängigen Simulationsergebnissen mit dem neuen Materialmodell,die die Realität ausreihend genau abbilden. Dies soll verwirkliht werden mit einer fürdie Praxis umsetzbaren und verständlihen Regularisierungstehnik.7.1 EinleitungDie Ableitung des anisotropen Shädigungsmodells in Kapitel 5 basierte auf einer Rei-he von Forderungen und Prinzipien. Dies sind die Hauptsätze der Thermodynamik,Abshnitt 3.6.1, das Prinzip der maximalen Dissipationsrate, Abshnitt 3.6.3, und dieallgemeingültigen Prinzipien der Materialtheorie in Abshnitt 3.7.2. Die Annahme derGültigkeit aller Prinzipien bis auf eines ist gerehtfertigt. Das Prinzip der lokalen Wir-kung ist für Beton niht erfüllt, dies wurde bereits in Abshnitt 3.7.3 erwähnt.In den Abshnitten 2.3.1 bis 2.3.3 wurde der Bruhprozess von Beton ausführlih be-shrieben. Ausgehend von Shwahstellen bilden sih Prozesszonen mit einer Breite vomgrob geshätzten Zwei- bis Dreifahen des Gröÿtkorndurhmessers. Als Prozesszone wirdin der Entfestigung der Bereih mit zunehmenden Verformungen bezeihnet, vgl. Ab-shnitt 2.3.1. Durh Wehselwirkung der Defekte innerhalb der Prozesszone shnürt sihdiese zunehmend ein, d.h. die Breite in Entfestigungsrihtung nimmt ab, bis ein Makro-riss entsteht. Betrahtet man die Verformungen über einen Probekörper, so lässt sihtypisherweise folgendes beobahten: Bei Belastungsbeginn ist die Verformung homogenüber den Probekörper verteilt, vgl. Abbildung 2.3. Wird aber ein kritisher Zustanderreiht, so beginnt eine Konzentration der Verformungen in einem räumlih begrenz-ten Bereih. Die Wehselwirkungen auf Mikro,- und/oder Mesoebene werden somit alsKonzentration von Verformungen auf Makroebene sihtbar. Diese Konzentration der Ver-formungen wird als Lokalisierung bezeihnet.Wie im Experiment, so entsteht auh in der Simulation eine Konzentration von Ver-formungen innerhalb einer Prozesszone. Es existieren nun zwei besonders wihtige The-mengebiete, die sih mit Lokalisierung in Simulationen befassen. Das erste beshäftigtsih mit den Fragen, ob, wann und an welher Stelle Lokalisierungen in einem mehani-shen Feld auftreten. Diese Thematik wird in Abshnitt 7.2 behandelt.Das zweite Themengebiet umfasst die Auswirkungen der Tatsahe, dass das Prinzip derlokalen Wirkung bei Materialien wie Beton niht gültig ist. Werden Materialmodelledennoh unter Verwendung dieses Prinzips formuliert und keine geeigneten Maÿnahmenergrien, so entstehen Probleme. Bei Verwendung der Finite Elemente Methode zeigtsih beispielsweise eine massive Netzabhängigkeit der Ergebnisgröÿen. Abshnitt 7.3 er-läutert diese Problematik anhand von Beispielen. 123
7 Lokalisierung und RegularisierungErweiterungen der kontinuumsmehanishen Theorie, um die Wehselwirkungen auf Mi-kro- und/oder Mesoebene zu erfassen, werden als Regularisierungstehniken bezeihnet.Einen Überblik über die vershiedenen Methoden zeigt Abshnitt 7.4.1. Verwendet wirdin dieser Arbeit die Bruhenergetishe Regularisierung. Abshnitt 7.4.2 erklärt die Funk-tionsweise dieser Regularisierungstehnik. Verwendet wird diese Methode seit etwa 30Jahren und dementsprehend gibt es eine Reihe Empfehlungen vershiedener Autoren,wie die Bruhenergetishe Regularisierung am besten angewendet wird. Den Überbliküber den aktuellen Kenntnisstand in der Literatur gibt Abshnitt 7.4.3. Den Abshlussvon Kapitel 7 bildet die Simulation eines beidseitig gekerbten Betonprobekörpers unterkombinierter Zug - Shubbeanspruhung, wobei das neue Betonmodell aus Kapitel 5 unddie Bruhenergetishe Regularisierung mit den in der Literatur gegebenen Empfehlungenverwendet werden. Es zeigt sih, dass bei Verwendung der Ansätze aus der Literatur dieim Experiment beobahteten Maximallasten erheblih übershätzt werden.7.2 LokalisierungskriteriumDie klassishe Lokalisierungsanalyse beshäftigt sih mit der Fragestellung, ob und anwelher Stelle in einem mehanishen Feld Lokalisierungen von Verformungen auftreten.Grundlegende Arbeiten in diesem Feld sind [Hadamard, 1903℄ und [Hill, 1958℄. Weiter-entwiklungen sind unter anderen [Rudniky & Rie, 1975℄, [Ottosen & Runesson, 1991℄für Plastizität und [Rizzi et al., 1996℄ für Shädigung.Es gibt vershiedene Ansätze in diesem Problemfeld, vgl. z.B. [Etse, 1992℄. In dieser Ar-beit wird die Lokalisierungsanalyse basierend auf dem sogenannten Lokalisierungstensor
Qed, Gl. (7.2), genutzt. Lokalisieren Verformungen, so treten Diskontinuitäten im Ge-shwindigkeitsgradienten auf. Dies ist die Basis zur Ableitung des Lokalisierungstensors,die genauen Herleitungen sind obiger Literatur zu entnehmen. Das Lokalisierungskrite-rium lautet
det(Qed) ≤ 0 . (7.1)Ist diese Gleihung an einem beliebigen Ort erfüllt, so existiert eine Diskontinuitätsähean dieser Stelle und Lokalisierung tritt auf. Der Lokalisierungstensor bestimmt sih aus
Qed = v · Etan · v (7.2)mit der Materialtangente Etan und dem Rihtungsvektor der Diskontinuitätsähe v.In allen folgenden Berehnungen wurde dieses Kriterium geprüft und es zeigte sih,dass das Lokalisierungskriterium ab Shädigungsbeginn an einem Materialpunkt erfülltist. Dies bedeutet, dass bei Verwendung des in Kapitel 5 vorgeshlagenen Modells dieLokalisierung von Verformungen ab Shädigungsbeginn einsetzt.7.3 Netz-Inobjektivität bei Anwendung des Prinzips der lokalenWirkungNutzt man die Finite Elemente Methode zur Lösung eines mehanishen Feldproblemsmit dem Werksto Beton und verwendet konstitutive Beziehungen, die das Prinzip der124
7.3 Netz-Inobjektivität bei Anwendung des Prinzips der lokalen Wirkunglokalen Wirkung voraussetzen, so wird die Lösung massiv netzabhängig. Diese Netzab-hängigkeit wird als Netz-Inobjektivität bezeihnet. Dies wird verdeutliht anhand derzwei folgenden Beispiele.Das erste Beispiel ist die Simulation eines einaxialen Zugversuhes. Der Probekörperwird zuerst mit nur einem Element diskretisiert, vgl. Abbildung 7.1, a. Als Stogesetzwird die Spannungs-Dehnungsbeziehung gemäÿ Abbildung 7.2 genutzt. Nun wird derProbekörper mit zwei Elementen diskretisiert, vgl. Abbildung 7.1, b. Das linke Elementwird geshädigt in der Simulation und das rehte bleibt intakt, wobei das Stogesetzder vorigen Simulation genutzt wird. Abbildung 7.3 zeigt die sih ergebenden Last-Verformungsbeziehungen beider Simulationen. Die Ergebnisse untershieden sih deut-lih. Die Simulation mit zwei Elementen ist nah Erreihen der Maximallast erheblihspröder. Die dissipierte Energie ist deutlih geringer. Oensihtlih ist die Lösung netz-abhängig, d. h. netz-inobjektiv.
Abbildung 7.1: Diskretisierungen deseinaxialen Zugversuhesnah [Remmel, 1994℄ Abbildung 7.2: Spannungs-Dehnungsbeziehung
Abbildung 7.3: Last-Vershiebungsbeziehungen des simulierten einaxialen ZugversuhesAls zweites Beispiel wird ein gekerbter Biegebalken nah [Kormeling & Reinhardt, 1983℄simuliert. Es wird dem Vorgehen von [Jirásek, 2007℄ gefolgt. Abbildung 7.4 zeigt eineDiskretisierung des Balkens, wobei der Rissbereih mit quadratishen Elementen derKantenlänge le = 5mm aufgelöst ist. Das gewählte isotrope Shädigungsstogesetz ent-125
7 Lokalisierung und Regularisierungstammt [Oliver et al., 1990℄ und ist deniert mit den konstitutiven Gleihungen
σ = (1 − ω)E0 : ǫ (7.3)










ǫf , κ > ǫ0
. (7.5)
σ̄I ist der gröÿte Eigenwert der eektiven Spannungen σ̄ = E0 : ǫ. Die Shädigungsevo-lution bewirkt exponentielle Entfestigung unter Zugbelastung. Die Wahl der Parameter
ǫ0, ǫf basiert auf der korrekten Simulation des Versuhes mit der in Abbildung 7.4 gezeig-ten Diskretisierung. Abbildung 7.5(a) zeigt die simulierte Last-Vershiebungsbeziehungdes Lastangrispunktes, der Bereih der experimentell ermittelten Ergebnisse ist be-grenzt durh die gestrihelten Linien. Die Ergebnisse stimmen gut überein. Nun wurdenzwei weitere Simulationen durhgeführt, wobei nur die Diskretisierung im Rissbereihverfeinert wurde. Die Seitenlänge der quadratishen Elemente beträgt le = 1.67mmund le = 0.556mm. Die sih ergebenden Last-Vershiebungsbeziehungen sind in Abbil-dung 7.5(b) dargestellt. Die massive Netzabhängigkeit der Ergebnisse ist deutlih. Mitzunehmender Netzfeinheit werden die Ergebnisse spröder und die Maximallast nimmtab. Die wihtige Eigenshaft einer Simulation, die Energiedissipation korrekt wiederzu-geben, ist niht erfüllt.Die angeführten Beispiele zeigen, dass zur Modellierung von lokalisierenden Materia-lien wie Beton die Standard-Kontinuumstheorie, die das Prinzip der lokalen Wirkungvoraussetzt, niht ausreiht. Erweiterungen dieser Theorie sind ein wihtiger Forshungs-shwerpunkt der letzten zwei bis drei Jahrzehnte. Man kann zusammenfassend von einererweiterten Kontinuumstheorie sprehen. Es handelt sih um ein sehr breites, komplexesAufgabenfeld und vershiedenste Lösungsansätze wurden vorgestellt. Trotz intensiverBemühungen ist eine exakte, allgemein anwendbare Lösung der Problematik jedoh nihtin Siht. In Abshnitt 8 folgen wihtige Beiträge zu einem dieser Ansätze. Es werden Er-weiterungen vorgeshlagen, die die allgemeine Anwendbarkeit im Rahmen von ingenieur-mäÿigen Betrahtungen ergeben. Vorerst folgt aber im nähsten Abshnitt ein Überbliküber die derzeit existierenden Ansätze zur Begegnung der Lokalisierungsproblematik.Man spriht von Regularisierungsansätzen.
(a) (b)
Abbildung 7.4: Gröbste Diskretisierung des Biegebalkens nah [Kormeling & Reinhardt, 1983℄
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7.4 Regularisierung
Abbildung 7.5: Last-Verformungsbeziehungen für vershiedene Diskretisierungen aus [Jirásek,2007℄7.4 Regularisierung7.4.1 ÜberblikDas theoretishe Dezit des Standardkontinuums bei der Modellierung von Materialienmit Fernwirkung, vgl. Abshnitt 3.7.3, ist das Prinzip der lokalen Wirkung. Es gibt ver-shiedene Ansätze zur Erweiterung der Theorie. Zusammenfassend lassen sie sih alserweiterte Kontinuumstheorie bezeihnen: Verallgemeinerte Cosserat-Theorien, [Cosse-rat & Cosserat, 1909℄, [de Borst, 1990℄, Nihtlokale Modelle vom Integraltyp/ Gradi-ententyp, z.B. [Pijaudier-Cabot & Baºant, 1987℄, [Saouridis & Mazars, 1992℄, [Zbib &Aifantis, 1988℄, [Mühlhaus & Aifantis, 1991℄, Modelle mit Berüksihtigung höherer Ver-shiebungsgradienten, e.g. [Aifantis, 1984℄, [de Borst, 1991℄ und eine BruhenergetisheBeshreibung, [Baºant, 1976℄, [Hillerborg et al., 1976℄, die in der deutshen Sprahe kei-nen eindeutigen Namen trägt. Bezeihnet wird die Methode in dieser Arbeit als Bruh-energetishe Regularisierung. Allen Modellen ist gleih, dass sie keine Diskontinuität imVershiebungsfeld aufweisen. In einer weiteren Klasse von Ansätzen mit abweihenderGrundidee wird eine Diskontinuität in das Vershiebungsfeld eingeführt, vgl. z.B. [Simoet al., 1993℄, [Oliver, 1996℄. Diese Arbeit beshäftigt sih nur mit stetigen Vershiebungs-feldern, darum werden diese Ansätze niht weiter behandelt.Die prinzipiellen Vorgehensweisen der ersten drei Ansätze werden im Folgenden kurzvorgestellt. Eine Regularisierung basierend auf einer Bruhenergetishen Beshreibungwird in dieser Arbeit verwendet, darum folgt eine ausführlihe Diskussion dieser Theoriein den nähsten Abshnitten.Verallgemeinerte Cosserat-TheorienUm auf Mikro- oder Mesoebene entstehende Eekte auf Makro-Kontinuumsebene zu er-fassen, werden zusätzlihe Felder an jedem Materialpunkt eingeführt. Die Cosserat Brü-der waren Pioniere in diesem Feld und führten in [Cosserat & Cosserat, 1909℄ zusätzlihzu den Translationsfreiheitsgraden eines Materialpunktes noh Rotationsfreiheitsgradeein. Weiterentwiklungen und das Verwenden anderer zusätzliher Felder führten unteranderen zur Elastizitätstheorie mit Mikrostruktur, [Mindlin, 1964℄, und zu mikropolaren,127




α(X, ξ)g(ξ)dξ (7.6)mit einer zu wählenden Wihtungsfunktion α(X, ξ). Die Koordinate ξ beshreibt denAbstand vom betrahteten Materialpunkt. Ihren Anfang nahm diese Theorie in densehziger Jahren in der Elastizitätstheorie, [Eringen, 1966℄, [Kröner, 1967℄, und der Plas-tizitätstheorie, [Eringen, 1981℄. Inzwishen gibt es Anwendungen in vielen Gebieten wiez.B. der Shädigungstheorie, [Pijaudier-Cabot & Baºant, 1987℄.Das Prinzip der nihtlokalen Modelle vom Gradiententyp ist sehr ähnlih, nur wird zurErmittlung der nihtlokalen Variable eine Dierentialgleihung beispielsweise vom Typ
ḡ = g + c∇2g (7.7)genutzt mit dem Parameter c.Modelle mit Berüksihtigung höherer Vershiebungsgradienten (Gradien-tenmodelle)Haben nur Materialpunkte der unmittelbaren Umgebung Einuss auf einen betrahtenMaterialpunkt, so genügt ein Verzerrungsmaÿ auf Basis eines Vershiebungsgradientenerster Ordnung zur Erfassung des Verformungszustandes, vgl. Abshnitt 3.7.3. Dies be-deutet eine lineare Näherung der Bewegungsgleihungen der Materialpunkte in nähsterNähe des betrahteten Materialpunktes:








· ∆X.Eine Erfassung des Einusses von weiter entfernten Partikeln führt zur Erweiterung ummindestens ein Glied der Taylorreihe auf

















· ∆X2als Grundstruktur. Damit besteht eine Abhängigkeit vom Vershiebungsgradienten ers-ter und zweiter Ordnung [Aero & Kuvshinskii, 1960℄, [Rajagopal, 1960℄.Diskussion der vershiedenen Ansätze:128
7.4 RegularisierungInsbesondere im Hinblik auf eine Anwendung in Verbindung mit dem anisotropen Shä-digungsmodell dieser Arbeit werden die vorgestellten Ansätze betrahtet.Anisotrope Shädigungskonzepte innerhalb einer verallgemeinerten Cosserattheorie zuverwenden ist mathematish sehr anspruhsvoll, wenn überhaupt möglih. In jedem Fallist eine Anwendung für allgemeine dreidimensionale Fälle noh niht ansatzweise inSiht.Nihtlokale Modelle vom Integraltyp/ Gradiententyp nutzen meist nur die Mittelungeiner Variable wie beispielsweise einer Vergleihsdehnung oder einer Shädigung. Dieverbleibenden Variablen der konstitutiven Beziehungen sind lokal. Diese Vermishungsheint fragwürdig. Des Weiteren sind Materialparameter vorhanden, beispielsweise inden Wihtungsfunktionen, deren Bestimmung umstritten ist und deren Auswirkungenkomplex sind.Das Konzept der Modelle mit Berüksihtigung höherer Vershiebungsgradienten ist einekonsequente Erweiterung der lokalen Theorie und daher interessant. In der praktishenUmsetzung zeigen sih aber Probleme, da vollständig neuartige konstitutive Gleihungenformuliert werden müssen, in denen auh Spannungstensoren auftreten, die energetishkonjugiert zu den auf höheren Vershiebungsgradienten basierenden Verzerrungsanteilensind. Hier müssen noh fundamentale theoretishe Grundlagen geshaen werden, umeinen Einbau von anisotropen Shädigungskonzepten mathematish konsistent zu er-möglihen. Ob dies möglih ist auh im Hinblik darauf, dass ein Modell innerhalb einesBerehnungsodes auh von einem in der Praxis tätigen Ingenieur verstanden werdensollte, bleibt eine oene Frage.Alle drei vorgestellten Theorien sind niht ohne weiteres in bestehende FE-Systeme im-plementierbar, sondern erfordern Erweiterungen auh auÿerhalb der Stogesetzroutinen.In dieser Arbeit wird eine Bruhenergetishe Regularisierung in Verbindung mit demModell aus Kapitel 5 genutzt. Die Vorteile sind eine einfahe und verständlihe Struk-tur, die die praktishe Anwendbarkeit fördern. Die Untersuhungen in den nähstenAbshnitten zeigen, dass bei sorgfältigem Vorgehen für praktishe Anwendungen ausrei-hend netz-objektive Simulationen möglih sind. Es sind keine weiteren Parameter zubestimmen oder zu wählen, nur der Elastizitätsmodul, die Querdehnzahl, die Zugfes-tigkeit und die Bruhenergie werden benötigt. Ein weiterer Pluspunkt ist die mögliheImplementierung in bestehende FE-Programme, da keine Veränderungen auÿerhalb derStogesetzroutinen erforderlih sind.7.4.2 Einführung in die Bruhenergetishe RegularisierungIn diesem Abshnitt wird die prinzipielle Funktionsweise der Bruhenergetishen Regu-larisierung erläutert.Abbildung 7.6(a) zeigt einen Probekörper unter einaxialer Zugbelastung. Um analy-tishe Betrahtungen zu ermöglihen, wird die einfahste Form einer Entfestigungs-kurve genutzt, die lineare Entfestigung, vgl. Abshnitt 2.3.4. Wie in Kapitel 2 aus-führlih erläutert, verformt sih die Probe homogen bis die Zugfestigkeit erreiht wird,danah nehmen die Verformungen innerhalb der Prozesszone massiv zu, während derProbekörper auÿerhalb der Prozesszone elastish entlastet. Abbildung 7.6(b) zeigt die129









fct · (ǫpc −
fct
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)) .Aufstellen des Produktes hexp · gf,h sollte zur Erfüllung obiger Bedingung die ähenba-sierte Bruhenergie Gf ergeben:
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= Gf .Oensihtlih erfüllt die Spannungs-Dehnungsbeziehung in Abbildung 7.6(d) die Bedin-gung, da sih die Bruhenergie Gf ergibt. Die Energiedissipation ist korrekt.Abbildung 7.7 zeigt wieder den Zugversuh. Nun folgt aber eine Finite-Elemente Bereh-nung und eine Diskretisierung mit sieben Elementen. Nur das mittlere Element werdegeshädigt, dies wird vorausgesetzt für diese Betrahtung. Im geshädigten Element geltedie Spannungs-Dehnungsbeziehung der Prozesszone aus Abbildung 7.6(d). Die dissipier-te, ähenbezogene Energie folgt somit aus gf,h multipliziert mit der Breite des Bereihes,in dem die Spannungs- Dehnungslinie gültig ist. In diesem Fall ist dies die Breite des ge-shädigten Elementes le. Diese aus der Simulation erhaltene dissipierte, ähenbezogeneEnergie wird mit Gf,sim bezeihnet. Sie ist die Simulation der Bruhenergie Gf . Um zu130
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Abbildung 7.6: Überlegungen anhand eines einaxialen Zugversuhesüberprüfen, ob in diesem Fall Gf,sim = Gf gilt, wird Gf,sim berehnet:

























Gf .(7.8)Oensihtlih ist die Energiedissipation in der Simulation im Allgemeinen niht korrekt.Nur für hexp = le ist die Energiedissipation korrekt, denn nur dann giltGf,sim = le ·gf,h =
Gf . Für le > hexp wird zu viel Energie dissipiert, für le < hexp zu wenig.Die Shlussfolgerung ist folgende:Die experimentell ermittelte Spannungs - Dehnungslinie in Abbildung 7.6(d) muss zumEinsatz in Finite-Elemente Berehnungen modiziert werden. Die Breite hexp der expe-rimentell ermittelten Prozesszone muss im Stogesetz ersetzt werden durh die Breite131





Abbildung 7.7: Diskretisierung des Zugversuhesder Zone, innerhalb der in der Simulation Energie dissipiert wird. In voriger Betrahtungwar dies die Breite le des Elementes. Bei der Simulation von komplexeren Systemen istdies jedoh niht mehr der Fall. Daher erhält die Breite der Zone, innerhalb der in derSimulation Energie dissipiert wird, die Bezeihnung hch.So ergibt sih als Grundgerüst der Bruhenergetishen Regularisierung:Es wird eine über die Prozesszone gemittelte Spannungs-Dehnungsbeziehung formuliert,die die Breite hexp der experimentell beobahteten Prozesszone enthält. Diese Breite mussersetzt werden durh die Breite der sih in der Simulation ergebenden Prozesszone, be-zeihnet wird diese mit hch. Auf diese Weise wird die korrekte Energie dissipiert. Soergeben sih Spannungs-Dehnungsbeziehungen, die von hch abhängig sind. Dieser Struk-tur entspriht auh das neue Materialmodell in Kapitel 5, vgl. Gln. (5.63) bis (5.65),wobei hch in Gl. (5.65) enthalten ist.Es muss noh angemerkt werden, dass in der Literatur meist niht die Spannungs-Dehnungsbeziehungen zuerst für die Prozesszone im Experiment formuliert und dann
hexp durh hch ersetzt wird, sondern direkt Spannungs-Dehnungsbeziehungen angegebenwerden, die hch enthalten. So wurde auh bei der Formulierung des Shädigungsmodellsin Kapitel 5 vorgegangen, in Gl. (5.42) wurde direkt hch eingeführt. Der Zwishenshrittüber die experimentelle Prozesszone wurde im aktuellen Abshnitt nur zum besserenVerständnis der Methodik der Bruhenergetishen Regularisierung dargestellt.In obiger Denition der Bruhenergetishen Regularisierung wurde die These aufge-stellt, dass hch der Breite der Prozesszone entsprehen muss zur Gewährleistung kor-rekter Energiedissipation. In einer derart eindeutigen Form ist diese Aussage dem Autoraus der Literatur niht bekannt. In der Literatur ist meist nur die Aussage zu nden,diese Breite so zu wählen, dass eine korrekte Energiedissipation stattndet, vgl. [Baºant& Oh, 1983℄, [Rots, 1988℄, [Oliver, 1989℄, [Cervenka, 1995℄, [Lakner, 1999℄, [Pölling,2000℄ oder [Winkler, 2001℄. Aber es wird nie gesagt, dass sie der Breite der Prozesszonein der Simulation entsprehen muss. In der Literatur werden Werte für die Breite hch,abhängig von der Diskretisierung, angegeben. Somit wird hch in der Literatur als bekanntangesehen. Im nähsten Abshnitt folgt der Überblik über den Kenntnisstand in der Li-132
7.4 Regularisierungteratur. Bezüglih der Namensgebung dieser Breite in der Literatur sollte man sih nihtverwirren lassen. Es gibt viele vershiedene Bezeihnungen: Energieäquivalente Breite,äquivalente Breite, harakteristishe Länge oder auh Rissbandbreite. Alle meinen das-selbe, im Rahmen der Bruhenergetishen Regularisierung. Die Fülle an Bezeihnungenist darin begründet, dass bisher Uneinigkeit herrsht über die genaue Bedeutung von
hch, falls sie eine hat.In dieser Arbeit, jedoh, erhält hch eine klare Bedeutung. Es ist die Breite der Prozess-zone in der Simulation, d.h. die Breite der Zone, innerhalb der in der Simulation Energiedissipiert wird. Für den einfahen Fall eines simplen einaxialen Systems, wie im letztenAbshnitt, ist dies leiht einzusehen. Aber was es bei der Simulation eines komplexenSystems bedeutet, ist shwieriger und wird ausführlih untersuht in Kapitel 8.Der Autor vertritt die Ansiht, dass die Breite der Prozesszone in der Simulation imAllgemeinen niht vor der Simulation bekannt ist, dies werden die Untersuhungenin Kapitel 8 zeigen. Dies widerspriht der Meinung in der Literatur, vgl. [Baºant &Oh, 1983℄, [Rots, 1988℄, [Oliver, 1989℄, [Cervenka, 1995℄, [Lakner, 1999℄, [Pölling, 2000℄oder [Winkler, 2001℄Der Autor ist der Meinung, die Breite müsse geshätzt werden. Daher wurde in dieserArbeit die Bezeihnung hch gewählt. Der Index ch bezieht sih auf das englishe Worthosen.Die sih tatsählih in der Simulation zeigende Breite der Prozesszone wird in dieserArbeit mit hsim bezeihnet, mit dem Index sim für das Wort Simulation. Das Ziel istnah Ansiht des Autors, die äquivalente Breite hch so zu wählen oder iterativ zu er-mitteln, dass hch ≈ hsim gilt. Es wird angemerkt, dass dieses Konzept, hch mit dertatsählih in der Simulation auftretenden Breite der Prozesszone zu vergleihen, neuist. In der Literatur sind nah Kenntnisstand des Autors bisher keine Studien bekannt,die sih ausführlih dem Vergleih von hch und hsim widmen. Ausführlihe Studien folgenin Kapitel 8.7.4.3 Zur Bruhenergetishen Regularisierung in der LiteraturNah der theoretishen Einführung im vorherigen Abshnitt folgt nun ein Überblik überdie Entwiklung der Bruhenergetishen Regularisierung und den in der Literatur aktuellgegebenen Kenntnisstand zum Einsatz dieser Regularisierungstehnik.Die Bruhenergetishe Regularisierung fand ihren Anfang in der Plastizität, [Pietrusz-zak & Mroz, 1981℄. Intensive Anwendungen und ausführlihe Betrahtungen folgtendann im Bereih der Riss-Modellierung, [Baºant & Oh, 1983℄. In der folgenden Zeitgab es mehrere Beiträge zu diesem Themengebiet, die im Folgenden dargestellt werden.Bedeutende Fragen, um eine Bruhenergetishe Regularisierung anzuwenden, sind Ele-mentwahl, Elementgröÿe und Netzstruktur. Die wihtigste Frage ist jedoh die Wahl derBreite hch. In allen folgenden Beiträgen werden Werte zur Wahl von hch vorgeshlagen.Die Aussagen der bedeutendsten Beiträge folgen in hronologisher Reihenfolge.[Baºant & Oh, 1983℄ untersuhten Mode 1 Belastung und nutzten eine regelmäÿige Dis-133
7 Lokalisierung und Regularisierungkretisierung mit linearen Vershiebungselementen quadratisher Geometrie. Die wih-tigsten Aussagen waren: Die Elemente sollten niht kleiner als das etwa Dreifahe des Gröÿtkorndurhmes-sers gewählt werden, um die Annahme eines Elementes als Kontinuum rehtfertigenzu können. Die Elemente sollten niht kleiner als die reale Prozesszonenbreite gewählt werden,sonst reissen zu kleine Bereihe. Regelmäÿige, quadratishe Netze sollten zur Vermeidung einer Ablenkung des Riss-pfades von den Elementorientierungen bei Mode 1 favorisiert werden. Bei gröÿerer Elementabmessung als die reale Prozesszonenbreite wird die Tangen-tensteigkeit so angepasst, dass sih die korrekte Bruhenergie ergibt.Ohne weitere Untersuhungen werden noh Hinweise gegeben für den Fall einer Nei-gung des Risses zu den Elementkanten eines quadratishen Elementes, eine Wahl hch =
le/cos(α) wird empfohlen, wobei den Winkel α ≤ 45◦ eine Elementkante und die Rissori-entierung einshlieÿen. Um ein Snap-Bak Phänomen zu verhindern, wird die Forderungformuliert, dass der tangentielle Entfestigungsmodul in Rissrihtung niht kleiner alsder negative Elastizitätsmodul sein darf. Für den Fall der linearen Entfestigung folgt alsobere Grenze hch ≤ 2Gf Ef2ct .In den darauolgenden Jahren fand das Konzept insbesondere in der Methode der ver-shmierten Risse Anwendung, [Rots et al., 1985℄, [Rots, 1988℄. Die obere Grenze für hchwurde verallgemeinert zu hch ≤ kl Gf Ef2ct , wobei der Formfaktor kl die Form der Entfes-tigung erfasst, beispielsweise linear oder exponentiell. Empfehlungen zur Wahl von hchfür quadratishe Vershiebungselemente mit quadratisher Geometrie wurden in [Rotset al., 1985℄ gegeben, die empfohlenen Werte zeigt Abbildung 7.8. Für die Verwendunganderer Elementtypen bei zu den Elementkanten geneigten Rissen zeigt Abbildung 7.9die Empfehlungen aus [Rots, 1988℄.[Oliver, 1989℄ verallgemeinerte die Vorshläge bis zu diesem Zeitpunkt und bezieht auhunregelmäÿige Elementgeometrien mit ein. Die grundlegende Idee ist die Verwendungder Formfunktionen N(ξ, η) der Finite Elemente Näherung in lokalen Koordinaten. Mitdem Ansatz





)−1 (7.10)die Berehnung von hch. Er deniert einen positiven und einen negativen Rand desShädigungspfades, vgl. Abbildung 7.10. Am positiven Rand gilt für die Knotenwerte
φi = 1 und am negativen φi = 0. Die Rihtung xn entspriht der Entfestigungsrihtung.In der praktishen Umsetzung bei quadratishen Elementen resultiert dieser Ansatz in
hch ≈ 1 − 2 le.134
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Abbildung 7.8: Empfehlungen zur Wahl von hch aus [Rots et al., 1985℄ für: symmetrishe Mode1 Belastung (a), unsymmetrishe Mode 2 Belastung mit Riss parallel zu denElementkanten (b) und für beliebige Rissorientierungen ().
Abbildung 7.9: Empfehlungen für vershiedene Elementtypen aus [Rots, 1988℄[Feenstra & de Borst, 1993℄ beziehen sih auf die Elementähe Ae in ihrem Ansatz
hch = αh
√
Ae . (7.11)Der Faktor αh erfasst die Ordnung der Vershiebungsansätze und ist für quadratisheElemente αh = 1 und für lineare Elemente αh = √2. So gilt im Fall linearer Vershie-bungselemente quadratisher Geometrie hch = √2le.[Cervenka, 1995℄ nutzt den Ansatz
hch = γLb (7.12)mit der projezierten Elementabmessung in Entfestigungsrihtung. Mit dem Faktor γbwird hch noh erhöht, es gilt γb = 1 für parallele Risse zu den Elementkanten und135






=1=0Abbildung 7.10: Zur Formulierung des Ansatzes aus [Oliver, 1989℄ für hch
γb = 1.5 für eine Neigung von 45 Grad. Im Fall von linearen Vershiebungselementenmit quadratisher Geometrie bedeutet dies hch = le..1.5√2le ≈ le..2.1 le.[Lakner, 1999℄ vergleiht vershiedene Ansätze anhand eines einfahen, akademishenBeispiels. Das System und die vier genutzten Diskretisierungen sind in Abbildung 7.11dargestellt. Er unterteilt die Ansätze für hch in zwei Gruppen. In einer Gruppe wird dieRihtung der Entfestigung niht erfasst und in der zweiten wird sie: konstantes hch, rihtungsunabhängig: hch,I = √Ae , mit der Elementähe Ae. hch,II = ωh√Ae. Der Faktor ωh berüksihtigt die Einussähe des aktuellbetrahteten Integrationspunktes. ωh =√4Aip/Ae. Aip ist die zum Integrati-onspunkt zugehörige Flähe. veränderlihes hch, abhängig von: der Rissorientierung. hch = ωh · Ae/d, vgl. Abbildung 7.12(iii), der Rihtung der Rissdehnung h = ωh · d, vgl. Abbildung 7.12(iv), und nah dem Ansatz von Oliver, [Oliver, 1989℄,(v).Nah [Lakner, 1999℄ werden die besten Ergebnisse mit dem Ansatz nah [Oliver, 1989℄erzielt.7.4.4 AnwendungIm vorherigen Abshnitt wurde ein Überblik über die existierenden Ansätze zur Wahlvon hch gegeben. Zusammenfassend lässt sih sagen, dass sih für lineare Vershiebungs-elemente mit quadratisher Geometrie der Wert für hch in allen Ansätzen im Intervall
[le, 2.1 le] bendet.In diesem Abshnitt wird ein komplexes Experiment mit dem vorgestellten anisotropenShädigungsmodell simuliert. Die Bruhenergetishe Regularisierung wird verwendet. Eswerden zwei Berehnungen durhgeführt mit jeweils konstant gewähltem hch. Zuerstwird hch = le gewählt und in der zweiten Berehnung hch = 2 le. Die Ergebnisse der zwei136
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Abbildung 7.11: System zur Beurteilung vershiedener Ansätze für hch aus [Lakner, 1999℄
Abbildung 7.12: Zum Einuss der Shädigungsrihtung auf hch aus [Lakner, 1999℄Berehnungen spannen ein Ergebnisintervall auf, das alle aus der Literatur gegebenenVorshläge für hch zumindest grob umfassen sollte.Es werden die Double-Edge-Nothed-Speimen Experimente von [Nooru-Mohamed, 1992℄simuliert. Die Geometrie der Probekörper zeigt Abbildung 8.5. Stahlplatten wurden an-gebraht um einen möglihst gleihmäÿigen Lasteintrag zu gewährleisten. Verglihenmit dem Versuhsaufbau im Experiment wurden für die Simulation zusätzlihe Stahl-platten an der unteren, linken und an der oberen, rehten Seite angebraht. Lasteinlei-tungsprobleme in der unteren, linken und der oberen, rehten Eke erforderten diese.Das Materialverhalten des Stahles wurde als linear elastish angenommen, wobei einsehr hoher Elastizitätsmodul gewählt wurde um die viel gröÿeren Abmessungen desStahlrahmens im Experiment zu erfassen. Für den Beton kam das neue Materialmo-dell nah Kapitel 5 zum Einsatz. Die Materialparameter des Beton wurden gewählt zu
E0 = 30000N/mm
2, ν = 0.2, ft = 3.0N/mm
2 und Gf = 110N/m. Die Werte für Zug-festigkeit, Bruhenergie und Querdehnzahl wurden den Beiträgen von [Grassl & Jirásek,2004℄, [Oºbolt & Reinhardt, 2002℄, [Feist et al., 2004℄ entnommen, die auh diesen Ver-suh simulierten. Der Elastizitätsmodul wurde [Feist et al., 2004℄ entnommen. Der Be-lastungspfad folgt dem Lastpfad 4B in [Nooru-Mohamed, 1992℄: Im ersten Shritt wirddie horizontale Kraft F aufgebraht, aufgeteilt in zwei Einzellasten. Im zweiten Shrittwird der Probekörper mit den vorgeshriebenen Vershiebungen u belastet, während die137
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(a) (b)Abbildung 7.13: Last-Verformungsbeziehung (a) und Shädigungspfad (b) für hch = le =










(b)Abbildung 7.14: Last-Verformungsbeziehung (a) und Shädigungspfad (b) für hch = 2 le und
le = 0.0025mment reht gut und der unrealistishe Kopplungseekt im Bereih zwishen dem oberenund dem unteren Pfad ist reduziert.Berehnungen mit den im letzten Abshnitt vorgeshlagenen Ansätzen für hch solltennäherungsweise innerhalb der Ergebnisse der zwei Simulationen zu nden sein. Insbe-sondere bei den Last-Verformungsbeziehungen bedeutet dies, dass Berehnungen mitden in der Literatur vorgeshlagenen Ansätzen Maximallasten zwishen den Linien inAbbildung 7.13 (a) und Abbildung 7.14 (a) ergeben. Damit lautet die Shlussfolgerung,dass Simulationen mit den dargestellten Ansätzen die Maximallasten erheblih in einemniht akzeptablen Maÿ übershätzen. Die Suhe nah Ursahen und die Formulierungvon neuen Ansätzen für hch sind die Ziele des folgenden Kapitels.
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8 Adaptive Bruhenergetishe Regularisierung8.1 EinleitungIm letzten Kapitel wurde die Lokalisierungsproblematik dargestellt und vershiedeneexistierende Regularisierungstehniken vorgestellt. Für diese Arbeit wurde als Basis dieBruhenergetishe Regularisierung ausgewählt. In Abshnitt 7.4.2 wurde die prinzipielleFunktionsweise dieser Tehnik erläutert. Anshlieÿend wurden im darauolgenden Ab-shnitt 7.4.3 die aktuell existierenden Ansätze aus der Literatur zur Verwendung derBruhenergetishen Regularisierung dargestellt. Entsheidend sind die Ansätze zur Wahlder äquivalenten Breite hch. Um diese Ansätze zu prüfen, wurden in Abshnitt 7.4.4 Ex-perimente an beidseitig gekerbten Betonprobekörpern simuliert. Das neue Materialmo-dell nah Kapitel 5 und die Bruhenergetishe Regularisierung mit den aus der Literaturgegebenen Ansätzen für die äquivalente Breite wurden genutzt. Die im Versuh gemes-sene Maximallast wird in der Simulation unter Verwendung aller vorgestellten Ansätzeerheblih, in einem niht akzeptablen Maÿe, übershätzt.Nun, in diesem Kapitel, wird die Bruhenergetishe Regularisierung intensiv untersuht.Allen Ansätzen aus der Literatur für die äquivalente Breite ist die Voraussetzung gleih,dass sih die Breite der Prozesszone in einer Simulation an einem speziellen Ort mit zu-nehmender Entfestigung niht verändert. In Abshnitt 8.2 wird diese Annahme in Fragegestellt, eine Einshnürung der Prozesszone über den Belastungsverlauf wird angenom-men. Anhand eines einfahen, eindimensionalen Beispiels wird untersuht, wie ein Ansatzfür die äquivalente Breite aussehen müsste, damit bei sih einshnürender Prozesszone diekorrekte Energie dissipiert wird. Es wird das eindimensionale Materialmodell mit linearerEntfestigung wie in Abshnitt 7.4.2 genutzt. Die Ergebnisse zeigen, dass die äquivalenteBreite in jedem Belastungsshritt der Breite der Prozesszone entsprehen muss. Bei derEinführung der Bruhenergetishen Regularisierung, Abshnitt 7.4.2, wurde postuliert,dass die äquivalente Breite der Prozesszonenbreite der Simulation entsprehen muss,aber es wurde nur ein Lastshritt betrahtet. Nun, in Abshnitt 8.2, wird die Gültigkeitdieser Forderung für mehrere Lastshritte nahgewiesen. Dies ist die wihtige und neueErweiterung in Abshnitt 8.2. Shnürt sih die Prozesszone in einer Simulation ein, somuss dies berüksihtigt werden. Aus diesem Ergebnis lässt sih shlussfolgern, dass dieEntwiklung der Prozesszone in einer Simulation groÿe Bedeutung für einen korrektenAnsatz für die äquivalente Breite hat.In dieser Arbeit wird die These aufgestellt, dass die äquivalente Breite in jeder Be-lastungssituation der Breite hsim der sih in der Simulation ergebenden Prozesszoneentsprehen muss. Bei praktishen Finite-Elemente Berehnungen entspriht jede Belas-tungssituation jedem Belastungsinkrement, vgl. Abshnitt 6.3. Es wird angenommen,dass diese Zusammenhänge für beliebige Simulationen gültig sind, insbesondere auh fürkomplexe Geometrien mit gekrümmten Risspfaden.Der Abshnitt 8.3 widmet sih der intensiven Untersuhung dieser These. Anhand der140
8.2 Zur Einshnürung der Prozesszone in SimulationenSimulation von beidseitig gekerbten Probekörpern unter kombinierter Zug-Shubbeanspru-hung wird die Entwiklung der Prozesszone über den Belastungsverlauf untersuht. Diewesentlihen Fragestellungen und Ziele der Untersuhungen sind folgende: Wie beeinusst die Wahl der äquivalenten Breite die sih in der Simulation erge-bende Breite hsim der Prozesszone? Welhe harakteristishen Merkmale zeigt die Entwiklung der Breite hsim überden Belastungsverlauf? Wie kann ein Ansatz für die äquivalente Breite aussehen, der die Forderung erfüllt,dass die äquivalente Breite und hsim übereinstimmen? Welhen Einuss hat die Elementgröÿe? Welhen Einuss hat die Bruhenergie? Ergeben sih bei Erfüllung obiger These, d. h. bei Übereinstimmung der äquivalen-ten Breite mit hsim, realistishe Simulationsergebnisse? Sind die Ergebnisse netz-unabhängig?An dieser Stelle sei explizit darauf hingewiesen, dass derartige Untersuhungen nahKenntnisstand des Autors bisher noh niht durhgeführt wurden.Basierend auf den Erkenntnissen aus den Untersuhungen wird shlieÿlih in Abshnitt 8.4eine Erweiterung der Bruhenergetishen Regularisierung mit der Bezeihnung AdaptiveBruhenergetishe Regularisierung vorgeshlagen.8.2 Zur Einshnürung der Prozesszone in SimulationenBei den Finite Elemente-Betrahtungen in Abshnitt 7.4.2 wurde vorausgesetzt, dass dieBreite der Prozesszone in der Simulation über den gesamten Belastungsverlauf konstantbleibt. Betrahtet man experimentelle Ergebnisse, so sheint diese Annahme fragwür-dig. Abbildung 2.3 zeigt eindeutig, dass im Fall der einaxialen Zugbelastung die Breiteder Prozesszone, d. h. die Breite der Zone mit zunehmenden Verformungen und somitder Bereih, in dem Energiedissipation stattndet, niht konstant bleibt über den Be-lastungsverlauf. Die Zone shnürt sih ein, d. h. die Breite nimmt ab. Die Frage ist, obdieser Vorgang auh in Simulationen auftritt und in welhem Maÿ die Energiedissipationbeeinusst wird.Abbildung 8.1 zeigt den in Abshnitt 7.4.2 betrahteten Zugstab. Nun wird die Be-lastung jedoh in zwei Shritten aufgebraht. Es wird vershiebungsgesteuert belastet,im ersten Shritt bis in der Prozesszone die mittlere Dehnung ǫ1 erreiht ist, dies istder Zustand 1 in der Spannungs-Dehnungsbeziehung in Abbildung 8.1(d). Die mittlereDehnung ǫ1 wird erreiht, wenn die aus der Prozesszone resultierende Vershiebung δ1erreiht ist. Es ist zu beahten, dass δ1 niht die Vershiebung des Lastangrispunkteszu diesem Zeitpunkt ist. Bei dieser ist noh der elastishe Anteil aus dem Beton auÿer-halb der Prozesszone zu berüksihtigen. Im zweiten Shritt wird dann ausgehend vomZustand 1 bis zum Erreihen der Gesamtverformung δc belastet. 141
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) . (8.1)Nun folgt die Modellierung des Versuhes anhand eines FE-Modells mit der gleihen Dis-kretisierung wie in Abshnitt 7.4.2. Im Untershied zu Abshnitt 7.4.2 wird nun aber dieBreite der Prozesszone niht über den Belastungsverlauf konstant angenommen. Sondernes wird hier angenommen, es fände auh in der Simulation eine Einshnürung statt. Imersten Belastungsshritt wird eine Breite der Prozesszone von zwei Elementen und imzweiten Shritt wird nur noh ein Element angenommen, vgl. Abbildung 8.2.
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8.2 Zur Einshnürung der Prozesszone in Simulationen
1. Schritt
2. Schritt
Abbildung 8.2: Entwiklung der Prozesszone über den BelastungsverlaufDas Ziel dieser Betrahtungen sind Aussagen, wie bei einer derartigen Entwiklung derProzesszone die äquivalente Breite hch gewählt werden muss, um korrekte Energiedissi-pation zu gewährleisten. Die simulierte Bruhenergie Gf,sim ergibt sih aus dem Produktder volumenbezogenen Bruhenergie mit der Breite der Prozesszone. Im ersten Shrittist die Breite 2 · le und im zweiten le und die volumenbezogene Bruhenergie ist im erstenShritt gf,h−1 und im zweiten gf,h−Rest, vgl. die Abbildungen 8.1 und 8.2. So folgt für diesimulierte Bruhenergie:
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8 Adaptive Bruhenergetishe RegularisierungAnshlieÿend werden diese beiden Gleihungen in Gl. (8.2) eingesetzt:
Gf,sim = 2 · le · gf,h−1 + le · gf,h−Rest
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. (8.3)Es stellt sih jetzt die wihtige Frage, wie hch,LS1 und hch,LS2 zu wählen sind, da-
Abbildung 8.3: Simulierte Bruhenergie
Gf,sim in Abhängigkeit vonElementgröÿe für konstanteäquivalente Breite Abbildung 8.4: Simulierte BruhenergieGf,sim in Abhängigkeitvon Elementgröÿe für siheinshnürende äquivalenteBreitemit Gf,sim = Gf gilt. Direkt ablesbar ist dies jedoh niht in Gl. (8.3). Daher wirdein Zahlenbeispiel betrahtet. Als Materialparameter werden fct = 3MN/m2, E0 =




fct · δc = 225N/m. (8.4)In der ersten Betrahtung wird nun, wie in Abshnitt 7.4.2, die äquivalente Breite kon-stant über den Belastungsverlauf zu einer Elementlänge gewählt, d. h. hch,LS1 = hch,LS2 =
le. Einsetzen in Gl. (8.3) ergibt
Gf,sim = 75 ·
12 le− 17
−3 + 2 le . (8.5)144
8.3 Untersuhungen zur Bruhenergetishen RegularisierungDie Einheit von Gf,sim ist [N/m] und le wird in Metern eingesetzt. Abbildung 8.3zeigt den Wert Gf,sim abhängig von der Elementbreite le. Dargestellt ist der Bereih
le = 0.00001m...0.1m, der die in der Praxis relevanten Elementabmessungen abdekt.Oensihtlih besteht eine geringe Abhängigkeit von der Elementbreite, jedoh ist dieAbweihung kleiner als ein Prozent und damit vernahlässigbar. Wihtig ist die Erkennt-nis, dass Gf,sim viel zu groÿ ist, die Übershätzung beträgt etwa 90%.In der zweiten Betrahtung werden die äquivalenten Breiten hch,LS1 und hch,LS2 ent-sprehend der Breite der Prozesszone in der Simulation gewählt: hch,LS1 = 2 le und
hch,LS2 = le. Einsetzen in Gl. (8.3) ergibt in diesem Fall
Gf,sim = 75
−56 le + 24 l2e + 27
(−3 + 4 le)(−3 + 2 le)
. (8.6)Abbildung 8.4 zeigt den Wert Gf,sim wieder abhängig von der Elementbreite le. DerFehler abhängig von der Elementbreite ist kleiner als ein Prozent und für le gegen Null,konvergiert Gf,sim gegen Gf .Die wihtige Erkenntnis aus diesen Betrahtungen lautet:Eindeutig zeigen diese Ergebnisse, dass die im Stogesetz enthaltene äquivalente Breiteimmer der Breite der Prozesszone im aktuellen Belastungsshritt entsprehen muss, umkorrekte Energiedissipation zu gewährleisten.8.3 Untersuhungen zur Bruhenergetishen RegularisierungIn Abshnitt 7.4.2 wurde die These formuliert, dass die im Stogesetz enthaltene äqui-valente Breite hch der in der Simulation auftretenden Breite hsim der Prozesszone ent-sprehen sollte. In letztem Abshnitt wurde dies noh dahingehend speziziert, dass diesin jedem Belastungsshritt gelten muss.In diesen Überlegungen wurden jedoh nur sehr einfahe eindimensionale Systeme mitder einfahsten Form der Entfestigung, der linearen, betrahtet. Sehr viel wihtiger istnatürlih das Verhalten bei der Simulation von komplexen, ganzen Strukturen. Um dieGültigkeit dieser Aussagen bei der Simulation von komplexeren Systemen beurteilen zukönnen, werden im Folgenden aufwendige Untersuhungen durhgeführt. Die Untersu-hungen enthalten primär folgende Inhalte: Wie beeinusst die Wahl der äquivalenten Breite die sih in der Simulation erge-bende Breite hsim der Prozesszone? (Abshnitt 8.3.1). Welhe harakteristishen Merkmale zeigt die Entwiklung der Breite hsim überden Belastungsverlauf ?(Abshnitt 8.3.1). Wie kann ein Ansatz für die äquivalente Breite aussehen, der die Forderung erfüllt,dass die äquivalente Breite und hsim übereinstimmen ? (Abshnitt 8.3.2). Welhen Einuss hat die Elementgröÿe ? (Abshnitt 8.3.3)). Welhen Einuss hat die Bruhenergie ? (Abshnitt 8.3.4). 145
8 Adaptive Bruhenergetishe Regularisierung Ergeben sih bei Erfüllung obiger These, d. h. bei Übereinstimmung der äquiva-lenten Breite mit hsim, realistishe Simulationsergebnisse? Sind die Ergebnisse ab-hängig von der Elementgröÿe? Was sind die Shlussfolgerungen? (Abshnitt 8.4).In allen Untersuhungen wird der Bereih, in dem die Prozesszone erwartet wird, mitlinearen Vershiebungselementen quadratisher Geometrie diskretisiert. Die Untersu-hungen basieren auf der Simulation der shon in Abshnitt 7.4.4 eingeführten Expe-rimente von [Nooru-Mohamed, 1992℄. Für die Betonmodellierung wird in allen folgendenBerehnungen das Materialmodell nah Kapitel 5 verwendet. Zur Erinnerung werdendie wihtigsten Kennwerte des Versuhes nohmals wiederholt. Die Geometrie der Pro-bekörper zeigt Abbildung 8.5. Die Materialparameter des Beton wurden gewählt zu
E0 = 30000N/mm
2, ν = 0.2, fct = 3.0N/mm
2 und Gf = 110N/m. Der Belastungs-pfad folgt dem Lastpfad 4B in [Nooru-Mohamed, 1992℄. Die Werte für Zugfestigkeit undBruhenergie wurden den Beiträgen von [Grassl & Jirásek, 2004℄, [Oºbolt & Reinhardt,2002℄, [Feist et al., 2004℄ entnommen, die ebenfalls diesen Versuh simulierten.
Abbildung 8.5: Geometrie des Double Egde Nothed SpeimenIm ersten Lastshritt wird die horizontale Kraft F aufgebraht, aufgeteilt in zwei Ein-zellasten. Im zweiten Lastshritt wird der Probekörper mit den vorgeshriebenen Ver-shiebungen u belastet während die Shubbelastung konstant bleibt. In der Simulationwird die Belastung im ersten Lastshritt in 100 Inkremente und im zweiten Lastshrittin 1000 Inkremente aufgeteilt. Die Summe der zu den Vershiebungen u zugehörigenKräfte wird mit P bezeihnet. Abbildung 8.6 zeigt den Bereih experimentell ermittelterKraft-Vershiebungskurven und die beobahteten Risse. Es wurden vershiebungsbasier-te Vier-Knoten-Elemente im ebenen Spannungszustand verwendet. Im mittleren Bereihder Probe, in dem der Prozessbereih erwartet wird, wurde eine feine und regelmäÿige,quadratishe Diskretisierung gewählt, wie oben shon angedeutet.146
8.3 Untersuhungen zur Bruhenergetishen Regularisierung
Abbildung 8.6: (a) Experimentell beobahtete Last-Vershiebungslinien, (b) BeobahtetesRissbild (aus [Nooru-Mohamed, 1992℄)8.3.1 Untersuhungen mit konstanter äquivalenter BreiteIn der ersten Reihe von Untersuhungen sollen Erkenntnisse gewonnen werden über dieersten beiden Stihpunkte obiger Aufzählung: Wie beeinusst die Wahl der äquivalenten Breite die sih in der Simulation erge-bende Breite hsim der Prozesszone? Welhe harakteristishen Merkmale zeigt die Entwiklung der Breite hsim überden Belastungsverlauf ?Die erste Reihe von Untersuhungen umfasst vier Simulationen. Das Netz für die folgen-den vier Simulationen zeigt Abbildung 8.7(b) mit der Elementabmessung le = 0.0025mim mittleren Bereih. In den folgenden vier Simulationen wird diese Diskretisierung bei-behalten. Die äquivalente Breite hch wird variiert vom Einfahen bis zum Vierfahen derElementlänge. Innerhalb einer der vier Simulationen bleibt hch jeweils konstant. Nebenden oben erwähnten ist auh die Fragestellung von besonderem Interesse, ob und in wel-hen Fällen hsim und die äquivalente Breite übereinstimmen.In der ersten Berehnung wird hch = 0.0025m gewählt. Dies entspriht der Element-länge le. In dieser und allen folgenden Simulationen ist immer nur eine Shädigungsä-he aktiv, d. h. es gilt φ2 = φ3 = 1 an jedem Integrationspunkt. Daher ist die grasheDarstellung der Shädigung an jedem Integrationspunkt anhand einer Linie möglih. DieLänge der Linie erfasst den Wert φ1 und die Rihtung der Linie entspriht dem zugehöri-gen Eigenvektor. Abbildung 8.7(b) zeigt den Shädigungspfad am Ende der Berehnungbei der Vershiebung 2u = 0.00005m. Als Shädigungspfad werden die Bereihe mithoher Shädigung bezeihnet, dies sind die sehr dunklen Bereihe in Abbildung 8.7(b).Wie in der Vergröÿerung dargestellt, entstehen diese durh viele einzelne die Shädigungrepräsentierende Linien an den Integrationspunkten. Die sih überlappenden, stark ge-shädigten Bereihe, also die Shädigungspfade, stimmen gut mit den im Experimentbeobahteten Makrorissen überein. Der Bereih zwishen den beiden Pfaden ist jedohauh leiht geshädigt, dies wurde im Experiment niht beobahtet. Abbildung 8.7(a)147
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(a) (b)Abbildung 8.7: Last-Vershiebungslinie(a) und Shädigungspfad(b) bei den gegebenen Ver-shiebungen 2u = 5 · 10−5m, beide für hch = 0.0025mzeigt die Last-Vershiebungsbeziehung, die experimentellen Ergebnisse sind grau hinter-legt. Die Simulation übershätzt die Maximallast erheblih. Vergleiht man die Breite derShädigungspfade in Abbildung 8.7(b) mit der gewählten, äquivalenten Breite hch = le,so sheinen sih diese insbesondere in Kerbnähe zu untersheiden. Die angenommeneBreite der Prozesszone, also die äquivalente Breite hch, wurde zu hch = le angenom-men, aber die Breite der Shädigungspfade ist deutlih breiter, besonders in der Näheder Kerbe. Dieser Vergleih ist jedoh niht korrekt. Es muss untershieden werden zwi-shen der geshädigten Zone am Ende einer Berehnung und der Prozesszone in einembestimmten Belastungsinkrement. Die in Abbildung 8.7 (b) gezeigten Shädigungspfadeentsprehen den im Experiment beobahteten Makrorissen bei der vorgegebenen Ver-shiebung 2u = 0.00005m. Aber die Prozesszone ist der Pfad der Shädigungsrate. Esist wihtig den Shädigungspfad (geshädigten Bereih, geshädigte Zone) vom Pfad derShädigungsrate (Prozesszone) zu untersheiden. Der Pfad der Shädigungsrate ist dasVolumen im Probekörper, in dem in einem bestimmten Lastinkrement Energie dissipiertwird. Energie wird in der Simulation an den Integrationspunkten dissipiert, an denendie Shädigung im Belastungsinkrement zunimmt. Daher ist die grundlegende Idee dieserUntersuhungen, die Integrationspunkte mit zunehmender Shädigung in jedem einzel-nen der 1100 Berehnungsshritte zu betrahten. Da die Durhführung des Vergleihesfür jedes einzelne der 1100 Lastinkremente unmöglih ist, werden jedoh nur vier mar-kante Lastinkremente betrahtet.Abbildung 8.8 zeigt den feiner diskretisierten Bereih im Zentrum des Netzes. DieProzesszone ist in vier vershiedenen Belastungssituationen dargestellt: a. 60% der Ma-ximallast (a); kurz vor Erreihen der Maximallast (b); kurz nah Erreihen der Maxi-mallast () und eine Belastungssituation (d), die sih weit im entfestigenden Bereihbendet. Das Abmessen der Breite hsim ist beispielhaft in der Vergröÿerung eines klei-nen Bereihes in Abbildung 8.8 dargestellt. Punkte repräsentieren Integrationspunktemit zunehmender Shädigung. Es ist oensihtlih, dass nur eine sehr grobe Messung148
8.3 Untersuhungen zur Bruhenergetishen Regularisierung
Abbildung 8.8: Evolution der Prozesszone (des Pfades der Shädigungsrate) für hch = 0.0025mder simulierten Breite hsim möglih ist.Die Abbildungen (b), () and (d) zeigen das Abnehmen der Breite hsim über die Belas-tungsgeshihte. Man beahte, dass eine konstante Breite hch von einer Elementabmes-sung angenommen wurde. Dies sheint jedoh nur in Abbildung (d) in Bereihen, diewenig geneigt zur Horizontalen sind, eine einigermaÿen vernünftige Annahme zu sein.In den stärker geneigten Bereihen und den anderen Belastungssituation ist hsim vielbreiter als hch. Oensihtlih ist es niht korrekt, hch in der Gröÿenordnung einer Ele-mentabmessung zu wählen.In der zweiten Simulation wurde hch als das Zweifahe der Elementlänge gewählt, hch =
0.005m = 2 le. Die sih ergebende Last-Vershiebungslinie und der Shädigungspfad für
2u = 0.00005m sind in Abbildung 8.9 gegeben. Die im Experiment gemessene Maxi-mallast wird weiterhin übershätzt, jedoh deutlih weniger im Vergleih zur vorigenSimulation. Die sih überlappenden Shädigungspfade in Abbildung 8.9(b) entsprehenwieder gut den Makrorissen in Abbildung 8.6. Der in voriger Simulation beobahteteKopplungseekt, dies meint den geshädigten Bereih zwishen dem oberen und unterenShädigungspfad, ist reduziert. Des Weiteren sind die Shädigungspfade shlanker und149









(b)Abbildung 8.9: Last-Vershiebungslinie (a) und Shädigungspfad (b) bei den gegebenen Ver-shiebungen 2u = 5 · 10−5m, beide für hch = 0.00 5mmehr gekrümmt. Abbildung 8.10 zeigt im gleihen Shema wie bei voriger Simulationdie Prozesszone für vier Belastungssituationen. Folgendes wird beobahtet: Die Breite hsim der Prozesszone an einem speziellen Ort nimmt ab über die Be-lastungsgeshihte. Betrahtet man hsim an der Spitze der Prozesszone in Abbil-dung 8.10 (a) und den gleihen Ort in (b) und (), so ist diese Abnahme sehr guterkennbar. Die gewählte äquivalente Breite hch = 0.005m ist zu klein in den Situationen (a)und (b), in Situation (a) überall und in Situation (b) insbesondere in Bereihennahe der Spitze des Pfades der Shädigungsrate. Vergleihen der Abbildungen 8.8 und 8.10 zeigt einen shmaleren Pfad in Abbil-dung 8.10 in allen Belastungssituationen. Es existiert eine Beziehung zwishen hsim und dem Winkel, den der Pfad der Shä-digungsrate mit der horizontalen Elementkante einshlieÿt. Dies ist gut zu erkennenbei Gegenüberstellung der Breite hsim an der Spitze des Pfades in den Abbildun-gen 8.10(a) und (b). In (b) sind der Winkel und hsim geringer. Dieses Phänomen,in verallgemeinerter Form, ist bekannt und daher in den meisten Ansätzen für hchaus der Literatur erfasst, vgl. Abshnitt 7.4.3. Die Breite der Prozesszone nimmt ab mit zunehmendem Abstand von der Pfad-spitze, vgl. Abbildungen 8.10(a) und (b). In Abbildung 8.10(b) ist dies besondersgut zu erkennen. In diesem Zusammenhang muss beahtet werden, dass die Breiteabnimmt mit abnehmendemWinkel, den der Pfad mit der Horizontalen einshlieÿt,wie im letzten Stihpunkt erläutert. Wäre dieser Eekt niht vorhanden, so wäredie Abnahme der Breite hsim mit zunehmendem Abstand von der Pfadspitze nohdeutliher.150









































Abbildung 8.10: Evolution der Prozesszone (des Pfades der Shädigungsrate) für hch = 0.005mDie Last-Vershiebungslinie und den Shädigungspfad der dritten Simulation mit hch =
0.0075m = 3 le zeigt Abbildung 8.11. Die Maximallast wird um a. 20% übershätzt.Der unrealistishe Kopplungseekt vershwindet fast vollständig.Abbildung 8.12 zeigt die Prozesszone. Die Merkmale der vorigen Simulationen werdenwieder beobahtet: die Abnahme von hsim über die Belastungsgeshihte; die zunehmen-de Shlankheit des Pfades der Shädigungsrate mit gröÿer angenommener Breite hch;die Zunahme von hsim mit zunehmendem Winkel, den der Pfad und die horizontalenElementkanten einshlieÿen und die Abnahme von hsim mit zunehmendem Abstand vonder Pfadspitze.In Bezug auf die Frage der Übereinstimmung von hch und hsim lässt sih folgendes be-obahten: hch als die dreifahe Elementlänge anzunehmen sheint vernünftig bis zumErreihen der Maximallast, hsim ist nur ein wenig zu breit. Mit zunehmender Entfer-nung von der Pfadspitze ist hch zu breit, vgl. Abbildung 8.12(b). Auh im gesamtenentfestigenden Bereih ist hsim stets zu shmal, siehe die Abbildungen 8.12 ()-(d).In der letzten Simulation dieser Untersuhung wurde hch = 0.01m gewählt, das Vierfa-he der Elementlänge. Abbildung 8.13 zeigt die Last-Vershiebungslinie und wieder den151
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(a) (b)Abbildung 8.11: Last-Vershiebungslinie (a) und Shädigungspfad (b) bei den gegebenen Ver-shiebungen 2u = 5 · 10−5m, beide für hch = 0.0075mShädigungspfad am Ende der Berehnung. Die simulierte Maximallast ist nur weniggröÿer als die experimentell beobahtete, die Neigung der Kurve bei Entfestigungsbe-ginn ist jedoh zu steil. Die Krümmung und Shlankheit sind voriger Simulation sehrähnlih und der Kopplungseekt ist vershwunden. Die Charakteristika der Entwik-lung der Prozesszone, dargestellt in Abbildung 8.14, entsprehen vorigen Simulationen.Zur Frage der Übereinstimmung von hch and hsim lässt sih ähnlihes wie in vorigerSimulation beobahten: Nahe der Spitze des Pfades der Shädigungsrate ist die Überein-stimmung in den Abbildungen 8.14(a) und (b) reht gut, hsim ist vielleiht ein bisshenzu shmal. Mit gröÿerem Abstand von der Spitze und im Entfestigungsbereih in denAbbildungen 8.14() und (d) ist hsim deutlih zu shmal.Vorige Untersuhungen hatten primär drei Ziele. Erstens wurde der Einuss der Wahlder äquivalenten Breite auf hsim untersuht. Zweitens sollte die Evolution der Prozess-zone über den Belastungsverlauf betrahtet werden, um harakteristishe Merkmale zuidentizieren. Das dritte Ziel war die Beurteilung der Übereinstimmung der angenom-menen Breite hch mit der in der Simulation auftretenden Breite hsim der Prozesszone.Dies sind die Ergebnisse: Je kleiner hch gewählt wird, d. h. je shmaler die Prozesszone angenommen wird, de-sto breiter wird sie in der Simulation, d.h desto gröÿer wird hsim. Die Entwiklungvon hch und hsim ist gegenläug. Daher existiert in jeder einzelnen Belastungs-situation nur eine einzige korrekte Wahl für hch, die die Forderung hch = hsimerfüllt. Die Breite hsim nimmt ab mit zunehmendem Abstand von der Spitze des Pfades.Da die Shädigung zunimmt mit zunehmendem Abstand von der Pfadspitze, folgt,dass die Breite hsim abnimmt mit zunehmender Shädigung an einem Material-punkt. Dies stimmt mit Beobahtungen in Experimenten überein, in denen auhdie Einshnürung der Prozesszone mit zunehmender Shädigung beobahtet wurde,vgl. z.B. Abbildung 2.3.152
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(a) (b)Abbildung 8.13: Last-Vershiebungslinie (a) und Shädigungspfad (b) bei den gegebenen Ver-shiebungen 2u = 5 · 10−5m, beide für hch = 0.01m
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Abbildung 8.14: Evolution der Prozesszone (des Pfades der Shädigungsrate) für hch = 0.01m Die Breite hsim wähst mit zunehmendem Winkel, den die Shädigung und dieElementkanten an einem Materialpunkt einshlieÿen. Zur Übereinstimmung von hch und hsim lässt sih Folgendes sagen:Im Bereih der Spitze des Pfades, während sih diese noh im stärker gekrümm-ten Bereih befand, wurde die beste Übereinstimmung von hch und hsim in denAbbildungen 8.12(a),(b) und in den Abbildungen 8.14(a),(b) beobahtet. Die hori-zontalen Anteile der Pfade in den Abbildungen 8.10(d), 8.12(d) und 8.14(d) zeigenimmer die gleihe Charakteristik: die Breite hsim beträgt zwei Elementlängen imBereih der Spitze und es gilt hsim ≈ 1 · le in einigem Abstand von der Spitze.Eine wihtige Shlussfolgerung der Untersuhungen ist die Erkenntnis, dass die Annahmeeiner über die gesamte Belastung konstanten Breite hch ungeeignet ist. Zumindest vonder Shädigung φ1 und vom Winkel zwishen der Shädigung und den Elementkantensheint die Breite der Prozesszone an einem Materialpunkt abhängig zu sein.
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8.3 Untersuhungen zur Bruhenergetishen Regularisierung8.3.2 Neuartige Formulierung eines Ansatzes für die äquivalente BreiteIn vorherigem Abshnitt wurde festgestellt, dass die Annahme einer konstanten äquiva-lenten Breite niht korrekt ist, da die Breite hsim zumindest von der Shädigung unddem Winkel, den Shädigung und Elementkante einshlieÿen, abhängig zu sein sheint.Daher wird nun ein neuartiger Ansatz hch,1 für die äquivalente Breite aufgestellt. Dieunabhängigen Variablen dieses Ansatzes sind die Shädigung φ̄1 = 1/φ1 und der Win-kel α1, den der zu φ̄1 gehörende Eigenvektor und eine Elementkante des quadratishenElementes einshlieÿen:
hch,1(φ̄1, α1) . (8.7)Es wird die Elementkante genutzt, die den kleineren Winkel ergibt, damit gilt 0 ≤
α1 ≤ π/4. Zur Erfassung der Shädigung wird φ̄1 anstelle von φ1 verwendet, da dessenDenitionsbereih von 0 bis 1 geeigneter ist. Das Ziel ist, dass bei einer Simulationunter Verwendung dieses Ansatzes eine akzeptable Übereinstimmung von hsim und hch,1vorliegt. Ein linearer Zusammenhang
hch,1(φ̄1, α1) = a1 + a2 · φ̄1 + a3 · α1 + a4 · φ̄1 · α1 (8.8)wird angenommen. Zur Bestimmung der vier Parameter a1, a2, a3, a4 werden vier Stütz-stellen benötigt. Die Formulierung dieser Stützstellen ist das Ziel der nun folgendenÜberlegungen.Bei der Betrahtung des Pfades der Shädigungsrate im letzten Abshnitt, z. B. Ab-bildung 8.14, wurden stets zum einen gekrümmte, zur Horizontalen geneigte Bereiheund zum anderen eher horizontale Bereihe beobahtet. Zwei Stützstellen werden imgekrümmten Pfadbereih formuliert und zwei im näherungsweise horizontalen Pfadbe-reih.Zuerst wird der gekrümmte Bereih betrahtet. Die Letzte der vier Simulationen desvorigen Abshnittes mit hch = 0.01m wird genutzt für den gekrümmten Bereih, dadie Breite hsim im Bereih der Spitze näherungsweise mit hch = 0.01m übereinstimmt.Um mehr Einsiht in die Struktur der Prozesszone zu erhalten, wird Abbildung 8.14(b)nohmals gezeigt, diesmal jedoh mit zusätzlihen Informationen. In Abbildung 8.15 istzusätzlih zur Prozesszone an jedem Integrationspunkt die aktuelle Shädigung gegeben.Die Shädigung an jedem Integrationspunkt wird durh den Wert φ̄1 = 1/φ1 repräsen-tiert. Dieser Wert ist besser geeignet als direkt φ1 anzugeben, da φ1 sehr groÿe Werteannehmen kann im Falle fortgeshrittener Shädigung. Der Wert φ̄1 jedoh strebt ge-gen Null in diesem Fall. Für intaktes Material gilt φ̄1 = 1. In Abbildung 8.14(b) wurdedie Prozesszone, d. h. die Integrationspunkte mit zunehmender Shädigung, mit einemPunkt markiert. Für die aktuelle Betrahtung werden sie jedoh anhand eines Unterstri-hes unter die Werte φ̄1 gekennzeihnet, vgl. Abbildung 8.15.Die Vergröÿerung in Abbildung 8.15 zeigt eine deutlih breitere geshädigte Zone alsdie Prozesszone, nur nahe der Pfadspitze stimmen sie überein. Es ist zu erkennen, dassder Shädigungswert φ̄1 niht konstant ist über die Breite der geshädigten Zone. Es istvielmehr eine Verteilung der Shädigung mit Konzentration im Zentrum und wenigerShädigung am den Rändern. Wihtig für den Ansatz in Gl. (8.7) sind die Shädigungs-werte φ̄1 in der Prozesszone. Auh in der Prozesszone ist die Shädigung verteilt überdie Breite. Für weitere Betrahtungen wird der geshätzte Mittelwert genutzt. 155
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Abbildung 8.15: Dissipative Zone und Shädigung φ̄1 in Abbildung 8.14, bDie Abnahme von hsim mit zunehmender Shädigung kann in Abbildung 8.15 beobahtetwerden. Die Breite hsim beträgt a. das 3.5-fahe der Elementlänge nahe an der Spitze.Mit zunehmendem Abstand von der Spitze nimmt hsim ab bis auf einen ungefähren Wert
hsim ≈ 2.5 · le wenn ein geshätzter mittlerer Shädigungswert φ̄1 ≈ 0.4 in der Prozess-zone erreiht ist. Der Winkel α1 der Shädigung zur Elementkante wird zu α1 = π/6abgeshätzt. Mit diesen Betrahtungen sind die zwei Stützstellen für den gekrümmtenBereih gegeben, für den noh nahezu ungeshädigten Bereih nahe der Spitze mit hch,1(φ̄1 = 1, α1 =
π/6) = 3.5 · le und für den fortgeshritten geshädigten Bereih weiter entfernt von Spitze mit hch,1(φ̄1 =
0.4, α1 = π/6) = 2.5 · le.156
8.3 Untersuhungen zur Bruhenergetishen Regularisierung
Abbildung 8.16: Dissipative Zone und Shädigung φ̄1 in Abbildung 8.12 (d)Mehr Informationen bezüglih der horizontalen Prozesszone sind in Abbildung 8.12(d) zunden, vergröÿert dargestellt in Abbildung 8.16(a). Nahe der Spitze ist die Prozesszoneetwa hsim ≈ 2 · le breit und einige Elemente hinter der Spitze gilt hsim ≈ 1 · le. Die Breite
hsim ≈ 1 · le wird erreiht, wenn die Shädigung φ̄1 ≈ 0.4 beträgt. Abbildung 8.16(b)zeigt nur die Shädigung im betrahteten Bereih. Diesmal jedoh niht mit einem Wert,sondern als Vektor. Oensihtlih sind die Vektoren niht vertikal. Deren Einshlusswin-kel mit den Elementkanten wird zu α1 ≈ π/18 geshätzt. Somit sind die letzten zweiStützstellen zur Bestimmung der Parameter in Gl. (8.8) gegeben für den horizontalen Bereih der Prozesszone nahe der Spitze mit hch,1(φ̄1 = 1, α1 =
π/18) = 2 · le und weiter entfernt von der Spitze mit hch,1(φ̄1 = 0.4, α1 = π/18) = 1 · le.Einsetzen der vier Stützstellen in Gl. (8.8) und Lösen des sih ergebenden Gleihungs-systems nah a1 .. a4 führt zu
hch,1(φ̄1, α1) = (−0.4167 + 1.67 · φ̄1 + 4.297 · α1) le , (8.9)157
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(a) (b)Abbildung 8.17: Last-Vershiebungslinie (a) und Shädigungspfad (b) bei den gegebenen Ver-shiebungen 2u = 5 · 10−5m, beide für hch,1-Ansatzwobei jedoh hch,1 ≥ le gilt. Die Ergebnisse einer Simulation unter Verwendung diesesAnsatzes zeigen die Abbildungen 8.17 und 8.18. Vergleihen des sih aus dem Ansatz
hch,1(φ̄1, α1) ergebenden Wertes für die äquivalente Breite mit der Breite der simuliertenProzesszone in Abbildung 8.18 ergibt eine akzeptable Übereinstimmung. Die sih erge-bende und der Shädigungspfad sind in Abbildung 8.17 dargestellt. Der Shädigungspfadist realistish und die experimentelle ermittelte Maximallast wird leiht übershätzt.Auh im entfestigenden Bereih der Last-Verformungsbeziehung werden die Versuhser-gebnisse gut wiedergegeben.Es lässt sih shlussfolgern, dass durh die Verwendung des neuen hch,1 Ansatzes ei-ne akzeptable Übereinstimmung von hch,1 und hsim erreiht wurde. Es muss jedohangemerkt werden, dass es sih nur um visuelle Abshätzungen handelt. Beträgt bei-spielsweise die äquivalente Breite hch,1 = 4 le, so sollte sih hsim ungefähr im Intervall
hsim ≈ 3.5 le...4.5 le benden. Eine genauere Übereinstimmung in allen Materialpunktenentlang der Prozesszone ist niht möglih. Daher müssen natürlih auh die Simulations-ergebnisse bei Verwendung des Ansatzes als Abshätzungen interpretiert werden. DieErgebnisse aus der Berehnung unter Verwendung des hch,1 Ansatzes stimmen mit denBeobahtungen im Experiment gut überein. Nur die Maximallast wurde leiht um etwa
10% übershätzt, dies ist jedoh ein für ingenieurtehnishe Anwendungen sehr gutesErgebnis.
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Abbildung 8.18: Evolution der Prozesszone (des Pfades der Shädigungsrate) für hch,1-Ansatz
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(b)(a)Abbildung 8.19: Last-Vershiebungslinie (a) und Shädigungspfad (b) des feinen Netzes bei dengegebenen Vershiebungen 2u = 5 · 10−5m, beide für hch,1-AnsatzNun wird eine Berehnung des feinen Netzes mit dem hch,1 Ansatz durhgeführt. DieErgebnisse der Berehnung zeigen die Abbildungen 8.19 und 8.20. Die Maximallast inAbbildung 8.19(a) ist zu hoh. Die Breite hsim in Abbildung 8.20 stimmt qualitativ mit
hch,1 überein. Auällig ist jedoh, dass die Bereihe in Kerbnähe zu breit sind. Die Ur-sahe für diese zu breite simulierte Prozesszone nahe den Kerben ist eine Verzweigung desShädigungspfades zu Beginn des zweiten Lastshrittes. Abbildung 8.21 zeigt den Pfadder Shädigungsrate bevor die Belastungssituation in Abbildung 8.20(a) erreiht wird.Zwei Pfade beginnen zu wahsen an jeder Kerbe in Abbildung 8.21(a). Die Abbildun-gen 8.21(b)-(d) verdeutlihen, dass sih an jeder Kerbe aber nur ein Pfad durhsetzt,der andere vershwindet. Natürlih ist diese anfänglihe Verzweigung niht erfasst im
hch,1-Ansatz. Somit ist die simulierte Breite hsim gröÿer als hch,1 nahe den Kerben. Diesist eine Begründung der höheren Maximallast im Vergleih zu der Berehnung mit demgröberen Netz, vgl. Abbildungen 8.19 und 8.17.Bei genauerer Betrahtung von Abbbildung 8.20 und Vergleih mit Abbildung 8.18 lässtsih zudem erkennen, dass hsim im gekrümmten Bereih beim feineren Netz stets a.
0.5 bis 1.0 Elementabmessungen gröÿer ist als im gröberen Netz. Dies ist eine weitere160









































Abbildung 8.20: Evolution der Prozesszone (des Pfades der Shädigungsrate) im feineren Netzfür hch,1-AnsatzBegründung der höheren Maximallast im Vergleih zu der Berehnung mit dem gröbe-ren Netz. Eine wihtige Erkenntnis folgt aus dieser Beobahtung: Oensihtlih ist dieBreite hsim abhängig von der Elementgröÿe. Wurde die Elementabmessung halbiert, wieim vorliegenden Fall, so ist der Untershied zwar niht groÿ, aber vorhanden.Um die beobahtete Zunahme von hsim mit abnehmender Elementgröÿe zu prüfen, wur-den zwei weitere Berehnungen mit dem feineren Netz durhgeführt, wobei ein über dieBelastung konstantes hch gewählt wurde. In der ersten wurde hch = 3 le und in der zwei-ten hch = 4 le gewählt. Die Ergebnisse werden verglihen mit Berehnungen anhand desgröberen Netzes mit den gleihen Annahmen. Abbildung 8.23 zeigt die Prozesszone derBerehnung mit hch = 3 le. Vergleiht man die Breite der Prozesszone in den Abbildun-gen 8.23 und 8.12, so wird bei genauerer Betrahtung vor allem der Abbildungen (a)deutlih, dass die elementbezogene Breite der Prozesszone im Fall des feineren Netzesum a. 0.5 le bis 1.0 le gröÿer ist. Der Vergleih der Last-Vershiebungslinien in den Ab-bildungen 8.23 und 8.11 zeigt wieder die höhere Maximallast in der Berehnung mit denfeineren Elementen. Die Ergebnisse der Berehnung mit dem feineren Netz und hch = 4 lesind zu sehen in den Abbildungen 8.24 und 8.25. Der Vergleih mit Abbildungen 8.13161
















































-5Abbildung 8.22: Last-Vershiebungslinie (a) und Shädigungspfad (b) bei den gegebenen Ver-shiebungen 2u = 5 · 10−5m, beide für hch = 0.00375m, le = 0.00125m
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Abbildung 8.23: Evolution der Prozesszone (des Pfades der Shädigungsrate) für hch =
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(a) (b)Abbildung 8.24: Last-Vershiebungslinie (a) und Shädigungspfad (b) bei den gegebenen Ver-shiebungen 2u = 5 · 10−5m, beide für hch = 0.005m, le = 0.00125m
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Abbildung 8.25: Evolution der Prozesszone (des Pfades der Shädigungsrate) für hch =







(a) (b)Abbildung 8.26: Last-Vershiebungslinie(a) und Shädigungspfad(b) bei den gegebenen Ver-shiebungen 2u = 5 · 10−5m für den hch,1b-Ansatz und le = 0.00125m
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Abbildung 8.27: Evolution der Prozesszone (des Pfades der Shädigungsrate) für hch,1b-Ansatzund le = 0.00125mund 8.14 führt wieder zu den gleihen Beobahtungen: die gekrümmte Prozesszone istein wenig breiter und die Maximallast gröÿer in der Simulation mit dem feineren Netz.Um der in der Anzahl der Elemente breiteren Prozesszone im feineren Netz Reh-nung zu tragen, wird der Ansatz in Gl. (8.9) modiziert. Der modizierte Ansatz er-hält die Bezeihnung hch,1b. Von den Stützstellen des hch,1 Ansatzes wird die Stützstelle
hch,1(φ̄1 = 1, α1 = π/6) = 3.5 · le durh hch,1b(φ̄1 = 1, α1 = π/6) = 4 · le ersetzt. Darüberhinaus wurden Betrahtungen am feinen Netz durhgeführt, die den Betrahtungen amgroben Netz in Abbildung 8.16 entsprehen. Die Betrahtungen führen zur Ersetzungder Stützstelle hch,1(φ̄1 = 0.4, α1 = π/18) = 1 · le durh die neue, leiht modizierteStützstelle hch,1b(φ̄1 = 0.6, α1 = π/18) = 1 · le. Die verbleibenden zwei Stützstellen wer-den übernommen. Der neue modizierte Ansatz mit der Bezeihnung hch,1b ergibt sihzu
hch,1b(φ̄1, α1) = (−1.5 + 2.5 · φ̄1 + 5.73 · α1) le , (8.10)wobei natürlih wieder die Einshränkung hch,1b ≥ le gilt. Ergebnisse unter Verwendungdieses Ansatzes zeigen die Abbildungen 8.26 und 8.27. Die Übereinstimmung von hch,1bmit hsim in den vier Teilbildern von Abbildung 8.27 ist akzeptabel. Die Maximallast wird165
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Abbildung 8.28: Last-Vershiebungslinien fürkonstante hch und beideDiskretisierungen Abbildung 8.29: Last-Vershiebungslinienfür die Ansätze hch,1und hch,1bübershätzt, jedoh deutlih weniger im Vergleih zu Abbildung 8.19(a).Zusätzlih zu den bisherigen Simulationen mit der feinen Diskretisierung wurden zu-dem noh drei Berehnungen mit konstanter Breite hch durhgeführt. Es wurden hch =
le, hch = 2 le und hch = 5 le gewählt. Abbildung 8.28 zeigt die Last-Vershiebungsliniender fünf Berehnungen zusammen mit den Ergebnissen der Berehnungen mit dem grö-beren Netz, alle für konstant angenommene Breite hch. Vergleihen der Kurven mit demgleihen Wert für hch verdeutliht, dass die Maximallasten der Berehnungen mit feine-rem Netz immer gröÿer sind. Die Begründung ist vor allem die gröÿere elementbezogeneBreite der Prozesszone. Zudem hat auh der oben erklärte Verzweigungseekt seinenEinuss, der in allen Berehnungen mit dem feineren Netz mehr oder minder stark auf-tritt. Betrahtung der vier Berehnungen mit hch gewählt zu hch = 1 le und hch = 2 leverdeutliht die drastishe Übershätzung der Maximallast beider Netze, vgl. die Kurven
a1, b1, a, b in Abbildung 8.28. Es sei nohmals darauf hingewiesen, dass dieser Bereih
hch ≈ 1 le..2.1 le die Ansätze aus der Literatur umfasst, vgl. [Baºant & Oh, 1983℄, [Rots,1988℄, [Oliver, 1989℄, [Cervenka, 1995℄, [Lakner, 1999℄, [Pölling, 2000℄ oder [Winkler,2001℄.Die Last-Vershiebungslinie der Simulation mit dem gröberen Netz und dem hch,1-Ansatzist in Abbildung 8.29 den Ergebnissen des feineren Netzes mit dem hch,1b gegenüberge-stellt. Die Linien weihen nur wenig voneinander ab. Die geringe Abweihung ist in demzuvor erläuterten Verzweigungseekt begründet. Die Simulation mit dem groben Netzübershätzt die Maximallast um a. 10% und die Simulation mit dem feinen Netz umetwa 15%. Dies führt zu folgender wihtigen Shlussfolgerung: Wird die Forderung nahnäherungsweiser Übereinstimmung von äquivalenter Breite und simulierter Prozesszo-nenbreite erfüllt, so ergeben sih Simulationsergebnisse, die niht mehr als 15% von denVersuhsergebnissen abweihen. Dies ist ein für ingenieurtehnishe Anwendungen sehrgutes und ausreihendes Ergebnis. Auh die Abweihung zwishen beiden Netzen, alsodie Abhängigkeit der Ergebnisse von der Elementgröÿe ist mit nur 5% gering.Nah diesen Erkenntnissen folgt eine weitere Untersuhung: wie ist der Einuss der166
8.3 Untersuhungen zur Bruhenergetishen RegularisierungMaterialparameter, insbesondere der Bruhenergie? Es wurde bisher vorausgesetzt, dassdie verwendeten Materialparameter korrekt sind. Ob dies, insbesondere beim Wert fürdie Bruhenergie, auh sihergestellt ist, könnte aber angezweifelt werden. Diesem The-ma, des Einusses der Bruhenergie, widmet sih der nähste Abshnitt.
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8 Adaptive Bruhenergetishe Regularisierung8.3.4 Zum Einuss der Bruhenergie Gf auf die äquivalente BreiteIn diesem Abshnitt werden die Auswirkungen einer Modikation der Bruhenergieauf die Prozesszone betrahtet. In den Untersuhungen der letzten Abshnitte wur-den E0 = 30000N/mm2, ν = 0.2, fct = 3.0N/mm2 und Gf = 110N/m als Material-parameter gewählt. Die Materialparameter anderer Aufsätze sind in Tabelle 8.1 gege-ben. Wihtig sind die Bruhenergie und die Zugfestigkeit. In allen drei Beiträgen wurdenAutoren Gf [N/m] fct [N/mm2] E0 [N/mm2] ν[Grassl & Jirásek, 2004℄ 110 3.0 29000 0.2[Oºbolt & Reinhardt, 2002℄ 110 3.0 32800 0.2[Feist et al., 2004℄ 110 3.0 30000 0.2Tabelle 8.1: Materialparameter vershiedener Autoren
Gf = 110N/m und fct = 3.0N/mm2 verwendet, der Elastizitätsmodul variiert. In denUntersuhungen des letzten Abshnittes wurden die gleihen Werte für Bruhenergie undZugfestigkeit verwendet, um eine Vergleihbarkeit zu ermöglihen. Es stellt sih jedohdie Frage, woher diese Werte stammen. In der experimentellen Arbeit, [Nooru-Mohamed,1992℄, ist in der Beshreibung der Materialien nur die in Abbildung 8.30 gezeigte Ta-belle gegeben. Die Bath mit den Nummern 46 und 47 wurden im betrahteten Fall
Abbildung 8.30: Materialparameter nah [Nooru-Mohamed, 1992℄168
8.3 Untersuhungen zur Bruhenergetishen Regularisierungverwendet. Oensihtlih sind nur Gröÿtkorn, Drukfestigkeit und Spaltzugfestigkeit be-kannt. Nah [MC-90, 1993℄ darf die zentrishe Zugfestigkeit aus der Spaltzugfestigkeitabgeshätzt werden mit
fct = 0.9 fsp l ≈ 3.3N/mm2. (8.11)Dies ist eine groÿzügige Abshätzung. Bezüglih der Bruhenergie wurden keine Anga-ben gemaht. In [MC-90, 1993℄ sind Näherungswerte für die Bruhenergie vershiedenerBetone gegeben, jedoh niht für Gröÿtkorndurhmesser kleiner als 8mm. Extrapoliertman diese Werte auf 2mm, so ergibt sih a. Gf ≈ 50..60N/m. Nah der Näherungs-formel in Gl. (2.3) ergibt sih Gf = fct 4√280 ≈ 50N/m. Beide Näherungswerte sind deut-lih geringer als die Annahme Gf = 110N/m in Tabelle 8.1. Woher stammt der Wert
Gf = 110N/m ? In der experimentellen Arbeit, [Nooru-Mohamed, 1992℄, wird ebenfallseine Simulation durhgeführt, mit den Materialparametern E0 = 30000N/mm2, ν =
0.2, fct = 3.3N/mm
2, Gf = 100N/m. Die Zugfestigkeit entspriht der nah [MC-90,1993℄ in Gl. (8.11) abgeshätzten und ist daher nahvollziehbar. Begründungen der An-nahme Gf = 100N/m sind in der Arbeit niht zu nden.
Abbildung 8.31: Last-Vershiebungslinie (a) und Shädigungspfad (b) bei den gegebenen Ver-shiebungen 2u = 5 · 10−5m, beide für hch = 0.0025mEs ist bekannt, dass es sehr shwierig ist, verlässlihe Werte für die Bruhenergie ex-perimentell zu bestimmen und dass die Ergebnisse hohen Shwankungen unterliegen.Es wird daher angenommen, dass der wahre Wert für die Bruhenergie wohl irgendwozwishen dem von den anderen Autoren gewählten Wert von Gf = 110N/m und dengerade dargestellten Abshätzungen liegt. Um den Einuss der Bruhenergie zu ermit-teln, werden nun Berehnungen mit einem auf den gerade erläuterten Abshätzungenbasierenden Wert durhgeführt.Für eine weitere Reihe von Untersuhungen werden folgende Materialparameter genutzt:die Bruhenergie wird zu Gf = 60N/m und Elastizitätsmodul,Querdehnzahl und Zug-festigkeit werden wie in den vorherigen Simulationen zu E0 = 30000N/mm2, ν = 0.2und fct = 3.0N/mm2 gewählt. Es ist zu beahten, dass niht der abgeshätzte Wert fürdie Zugfestigkeit nah Gl. (8.11) genutzt wird, sondern der in vorherigen Simulationen169
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Abbildung 8.32: Evolution der Prozesszone (des Pfades der Shädigungsrate) für hch =
0.0025mverwendete Wert. Dies ist erforderlih, um den Einuss einer Änderung der Bruhenergieim Vergleih zu vorherigen Simulationen sinnvoll untersuhen zu können. Würde auh dieZugfestigkeit geändert werden, so wären die Ursahen für auftretende Phänomene shwerzuzuordnen. Daher wird nur ein Materialparameter geändert, die Bruhenergie. Darüberhinaus untersheiden sih der gewählte Wert für die Zugfestigkeit, fct = 3.0N/mm2,und die Abshätzung nah Gl. (8.11) nur wenig, sodass die Wahl der Zugfestigkeit zu
fct = 3.0N/mm
2 vertretbar ist.Mit dem groben Netz werden drei Berehnungen durhgeführt. Die äquivalente Brei-te wird konstant angenommen zu hch = le, hch = 2 le und hch = 3 le. Abbildungen 8.31und 8.32 zeigen die Ergebnisse der ersten Berehnung mit hch = le. Die Maximallast wirddeutlih übershätzt, jedoh weniger im Vergleih zu der Berehnung mit der gröÿerenBruhenergie, vgl. Abbildung 8.7. Die Prozesszone in Abbildung 8.32 zeigt alle ha-rakteristishen Merkmale, die in letztem Abshnitt dargestellt wurden. Jedoh ist diesimulierte Prozesszone shmaler in Abbildung 8.32 im Vergleih zu der Simulation mitgröÿerer Bruhenergie, vgl. Abbildung 8.8. Besonders gut zu erkennen ist dies in den Ab-bildungen (a), (b) und (). Zur Übereinstimmung von hch und hsim lässt sih bemerken,dass hsim stets zu beit ist mit Ausnahme des horizontalen Pfadanteils in Abbildung 8.32170
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Abbildung 8.33: Last-Vershiebungslinie (a) und Shädigungspfad (b) bei den gegebenen Ver-shiebungen 2u = 5 · 10−5m, beide für hch = 0.005m(b). Die Ergebnisse der Simulation mit hch = 2 le zeigen die Abbildungen 8.33 und 8.34.Der Vergleih mit den Ergebnissen für Gf = 110N/m resultiert wieder in den gleihenBeobahtungen: die Breite hsim nimmt ab mit abnehmender Bruhenergie und ebensodie Maximallast, sowie die Duktilität. In Abbildung 8.34 (a) und im Spitzenbereih von(b) ist hsim ein wenig zu breit, sonst ist die Übereinstimmung von hsim und hch = 2 leakzeptabel. Shlieÿlih zeigen die Abbildungen 8.35 und 8.36 noh die Ergebnisse derSimulation mit hch = 3 le. Im Spitzenbereih der Abbildungen 8.36 (a) und 8.36 (b) ist
hsim nur ein wenig zu shmal, in den verbleibenden Bereihen deutlih zu shmal.Die wihtigste Erkenntnis aus vorigen Betrahtungen ist die Abhängigkeit der Breite hsimvon der Bruhenergie Gf . Somit ist auh eine Modikation hch,1c des Ansatzes für dieäquivalente Breite erforderlih. Für den allgemeinen Ansatz in Gl. (8.8) werden hierfürfolgende Stützstellen gewählt, für den zur Horizontalen geneigten, noh nahezu ungeshädigten Bereih nahe derSpitze mit hch,1c(φ̄1 = 1, α1 = π/6) = 2.6 · le, für den zur Horizontalen geneigten, fortgeshritten geshädigten Bereih weiterentfernt von der Spitze mit hch,1c(φ̄1 = 0.4, α1 = π/6) = 2 · le. für den annähernd horizontalen, noh nahezu ungeshädigten Bereih nahe derSpitze mit hch,1c(φ̄1 = 1, α1 = π/18) = 2 · le und für den annähernd horizontalen, fortgeshritten geshädigten Bereih weiter ent-fernt von Spitze mit hch,1c(φ̄1 = 0.6, α1 = π/18) = 1 · le.Versuhe mit vershiedenen Parameterkombinationen führten zu der besten Überein-stimmung von hch,1c und hsim mit diesen Stützstellen. Einsetzen der Stützstellen ergibtshlieÿlih den Ansatz
hch,1c(φ̄1, α1) = (−1.55 + 3.25 · φ̄1 + 6.016 · α1 − 4.297 · φ̄1 · α1) · le . (8.12)171
8 Adaptive Bruhenergetishe Regularisierung
Abbildung 8.34: Evolution der Prozesszone (des Pfades der Shädigungsrate) für hch = 0.005mDie Abbildungen 8.37 und 8.38 zeigen die Ergebnisse bei Verwendung dieses Ansatzes.Die Übereinstimmung von hsim und hch,1c ist ausreihend und die Maximallast wirdkorrekt simuliert. Zum Abshluss dieses Abshnittes wird noh das feine Netz des letz-ten Abshnittes für eine Simulation mit den neuen Materialparametern genutzt. Wieim letzten Abshnitt dargestellt, bewirkt eine Verfeinerung der Diskretisierung eine ge-ringe Verbreiterung von hsim. Darum wird Ansatz hch,1c leiht modiziert. Für den zurHorizontalen geneigten, noh nahezu ungeshädigten Bereih nahe der Spitze wird dieRandbedingung hch,1d(φ̄1 = 1, α1 = π/6) = 3 · le genutzt. Dies führt zu dem Ansatz
hch,1d = (−1.834 + 3.33 · φ̄1 + 7.64 · α1 − 4.77 · φ̄1 · α1) · le . (8.13)Die Ergebnisse zeigen die Abbildungen 8.39 und 8.40. Die sih aus dem Ansatz ergebendeäquivalente Breite stimmt ausreihend mit hsim überein. Die Maximallast wird leihtübershätzt. Der Grund für die Übershätzung ist der auftretende Verzweigungseekt,der in Abshnitt 8.3.3 erläutert wurde.
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Abbildung 8.35: Last-Vershiebungslinie (a) und Shädigungspfad (b) bei den gegebenen Ver-shiebungen 2u = 5 · 10−5m, beide für hch = 0.0075m
Abbildung 8.36: Evolution der Prozesszone (des Pfades der Shädigungsrate) für hch =
0.0075m
173
8 Adaptive Bruhenergetishe Regularisierung
Abbildung 8.37: Last-Vershiebungslinie(a) und Shädigungspfad(b) bei den gegebenen Ver-shiebungen 2u = 5 · 10−5m, beide für hch,1c-Ansatz
Abbildung 8.38: Evolution der Prozesszone (des Pfades der Shädigungsrate) für hch,1c-Ansatz
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Abbildung 8.39: Last-Vershiebungslinie(a) und Shädigungspfad(b) des feineren Netzes beiden gegebenen Vershiebungen 2u = 5 · 10−5m, beide für hch,1d-Ansatz
Abbildung 8.40: Evolution der Prozesszone (des Pfades der Shädigungsrate) für hch,1d-Ansatz
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8 Adaptive Bruhenergetishe Regularisierung8.4 Ergebnisse der UntersuhungenDie Ziele der Betrahtungen und Untersuhungen in den Abshnitten 8.2 und 8.3 wur-den in der Einführung in Abshnitt 8.1 erläutert. Den Zielen liegen zwei Ideen zu Grunde.1. Idee: Wenn die Breite der Prozesszone in einer Simulation an einem Ort abnimmtüber den Belastungsverlauf, so muss diese Einshnürung in der äquivalenten Breite er-fasst werden. Nur für die Übereinstimmung der äquivalenten Breite mit der Breite hsimder simulierten Prozesszone in jeder einzelnen Belastungssituation ist die korrekte Ener-giedissipation gewährleistet.Anhand der Betrahtungen in Abshnitt 8.3 wurde dies für den einfahen, einaxialenFall gezeigt.2. Idee: Die am einaxialen Fall gezeigten Zusammenhänge gelten ebenso für komple-xe Systeme beliebiger Struktur. Das bedeutet, zuerst müssen die maÿgebenden Einüs-se auf die Entwiklung der Prozesszone in Simulationen ermittelt werden. Im zweitenShritt werden auf diesen Erkenntnissen aufbauend Ansätze für die äquivalente Breiteformuliert, um eine Übereinstimmung der äquivalenten Breite mit hsim in jeder einzelnenBelastungssituation zu erreihen.Ein in der Literatur gut dokumentiertes Standardexperiment für kombinierte Zug-Shub-beanspruhungen wurde simuliert. Verwendet wurden lineare Vershiebungselemente mitregelmäÿiger, quadratisher Geometrie in den geshädigten Bereihen. In einer erstenSerie von Simulationen wurden die Finite-Elemente Diskretisierung und die Material-parameter beibehalten. Die äquivalente Breite hch wurde variiert vom Einfahen biszum Vierfahen einer Elementabmessung, innerhalb einer Simulation jedoh konstantangenommen. Die wihtigsten Beobahtungen waren: Je shmaler die im Stogesetz enthaltene äquivalente Breite hch, desto gröÿer istdie in der Simulation auftretende Breite hsim der Prozesszone. Die Breite hsim nimmt ab mit zunehmender Shädigung und nimmt zu mit zuneh-mendem Winkel, den Shädigung und Elementkanten einshlieÿen.Basierend auf diesen Charakteristika wurde ein Ansatz hch,1 für die äquivalente Breitevorgeshlagen. Eine Berehnung unter Verwendung dieses Ansatzes erbrahte eine guteÜbereinstimmung von hch,1 und hsim. Mit guter Übereinstimmung ist hier gemeint, dass
hsim und hch,1 niht mehr als etwa eine Elementabmessung voneinander abweihen, worinsih der abshätzende Charakter der Methodik zeigt. Die Maximallast wird nur leihtübershätzt. Wihtig ist anzumerken, dass alle bisher in der Literatur vorgeshlagenenAnnahmen für die äquivalente Breite die im Experiment gemessene Maximallast erheb-lih, in einem niht akzeptablen Maÿe, übershätzen, vgl. Abshnitt 7.4.4.Im nähsten Shritt der Untersuhungen wurde eine feinere Diskretisierung gewählt. Diebeim gröberen Netz beobahteten Charakteristika gelten auh beim feineren Netz. Dar-über hinaus zeigte sih ein Einuss der Feinheit der Diskretisierung auf die Breite derProzesszone. Bezogen auf die Elementabmessung wähst die Breite hsim mit zunehmen-der Feinheit der Diskretisierung. Dies erforderte eine Modikation hch,1b des Ansatzes176
8.4 Ergebnisse der Untersuhungenfür die äquivalente Breite. Anwenden der Modikation ergibt gut übereinstimmende
hsim und hch,1b und die Maximallast der Simulation wird wiederum leiht übershätzt.Der darauolgende Shritt war die Betrahtung des Einusses einer Änderung der Bruh-energie. In allen Simulationen bis zu diesem Zeitpunkt basierten die gewählten Material-parameter, insbesondere die Bruhenergie, auf vershiedenen Literaturquellen, in denendas gleihe Experiment simuliert wurde. Die Wahl des Wertes für die Bruhenergie konn-te jedoh niht nahvollzogen werden. Darum wurden in Abshnitt 8.3.4 Berehnungenmit eigenen Abshätzungen für die Bruhenergie durhgeführt. Bei den eigenen Ab-shätzungen ergab sih eine kleinere Bruhenergie. Um den Einuss einer Änderung derBruhenergie isoliert betrahten zu können, wurden die verbleibenden Materialparameterkonstant gehalten. Die Simulationen anhand der neuen Materialparameter lieÿen denEinuss der Gröÿe der Bruhenergie auf die Breite hsim erkennen: die Breite der Prozess-zone nimmt ab mit abnehmender Bruhenergie. Daher wurden wiederum Modikationender Ansätze für die äquivalente Breite erforderlih. Berehnungen mit beiden Netzen undden modizierten Ansätzen hch,1c und hch,1d ergaben gute Übereinstimmungen mit derjeweiligen Breite der Prozesszone und auh die Maximallasten wurden realitätsnah ab-gebildet. Da bekannt ist, dass die experimentell ermittelten Werte für die Bruhenergiehohen Shwankungen unterliegen, wird angenommen, dass die Wahrheit irgendwo zwi-shen den Simulationen mit groÿer und kleiner Bruhenergie liegt.Sehr interessant ist folgende Beobahtung: Obwohl sih die Bruhenergie in den Simu-lationen mit den jeweils passenden Ansätzen um beinahe 100% untershied, sind dieAbweihungen beispielweise der Maximallasten weniger als 20% und die experimentellgemessene Maximallast wurde in allen vier Simulationen nie um mehr als 15% über-shätzt. Nimmt man jedoh eine deutlih zu kleine äquivalente Breite an, wie in denersten Simulationen zu Beginn der Untersuhungen, so wird die Maximallast um mehrals 50% übershätzt. Das bedeutet, dass sih selbst für eine ungenaue Angabe der Bruh-energie ein Bereih von Ergebnissen ergibt, der für ingenieurtehnishe Anwendungen gutund ausreihend ist. Aber dies funktioniert nur, wenn die Forderung der Übereinstim-mung von äquivalenter Breite und hsim erfüllt ist.Es lässt sih shlussfolgern, dass anhand der Bruhenergetishen Regularisierung netz-unabhängige Simulationen möglih sind. Dies erfordert die Formulierung von Ansätzenfür die im Stogesetz enthaltene äquivalente Breite. Es lässt sih jedoh kein Ansatzfür die äquivalente Breite formulieren, der für beliebige Netze und MaterialparameterGültigkeit hat. Wihtig ist die Einhaltung der Forderung, dass sih die äquivalente Brei-te im Stogesetz, also die angenommene Breite der Prozesszone, und die sih in derSimulation ergebende Breite der Prozesszone hsim näherungsweise entsprehen. Um dieszu erreihen, sind Modikationen der Ansätze abhängig von Diskretisierung und Mate-rialparametern notwendig. Das prinzipielle Vorgehen ist zusammengefasst Folgendes:Es wird ein Ansatz formuliert für die im Stogesetz enthaltene äquivalente Breite. Diesesoll der in der Simulation auftretenden Breite der Prozesszone hsim entsprehen. Fürlineare Vershiebungselemente mit quadratisher Geometrie wurden geeignete Ansätzevorgeshlagen. Die Prozesszone wird für markante Belastungssituationen grash dar-gestellt und die Prüfung des Ansatzes erfolgt visuell. Ist die Übereinstimmung nihtausreihend, so ist eine leihte Modikation notwendig. Dieses Vorgehen wird wiederholtbis eine ausreihende Übereinstimmung gegeben ist. Bei den Anwendungen in dieser177
8 Adaptive Bruhenergetishe RegularisierungArbeit zeigt sih jedoh, dass bei Verwendung von linearen Vershiebungselementen mitquadratisher Geometrie nur sehr geringe Modikationen notwendig sind. Es handelt sihdamit um ein adaptives Verfahren und erhält daher die Bezeihnung Adaptive Bruh-energetishe Regularisierung.Es bleibt anzumerken, dass es sih um ein abshätzendes Verfahren handelt. Durh visuel-le Kontrolle ist keine exakte Übereinstimmung und damit auh keine exakten Ergebnisseund keine exakte Netz-Objektivität möglih. Die erreihbare Genauigkeit der Ergebnis-se und die Netzunabhängigkeit sind jedoh, insbesondere für praktishe Anwendungen,mehr als ausreihend.Abshlieÿend lässt sih sagen, dass die hier vorgeshlagene Adaptive BruhenergetisheRegularisierung in Verbindung mit dem anisotropen Shädigungsmodell ein wertvollesInstrument für beliebige ingenieurtehnishe Anwendungen ist. Oft wird an Stomodel-len und Regularisierungstehniken kritisiert, dass Parameter vorhanden sind, die nihtoder nur sehr shleht identiziert werden können und hieraus teilweise eine Parame-teranpassung anhand der besten Simulationsergebnisse resultiert. Das dargestellte Sto-modell und die Regularisierungsmethode enthalten keine derartigen Parameter. Benötigtwerden für das Materialmodell die Bruhenergie, Zugfestigkeit, Elastizitätsmodul undQuerdehnzahl. Zur Regularisierung ist stets die Forderung zu erfüllen, dass die ange-nommene Breite der Prozesszone der in der Simulation auftretenden entspriht.
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9 AnwendungenIn diesem Kapitel werden zwei in der Literatur gut dokumentierte Versuhe simuliert,um das neue anisotrope Shädigungsmodell und die Gültigkeit der im letzten Abshnittvorgestellten Adaptiven Bruhenergetishen Regularisierung zu prüfen. Zuerst wird ei-ne Versuhsreihe mit L-förmigen Probekörpern nah [Winkler, 2001℄ und anshlieÿendVersuhe an exzentrish gekerbten Biegeträgern nah [Jenq & Shah, 1988℄ berehnet.9.1 L-förmige ProbekörperDie Geometrie des Probekörpers und den Versuhsaufbau zeigt Abbildung 9.1.
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Abbildung 9.7: Evolution der Prozesszone (des Pfades der Shädigungsrate) für hch,1c-Ansatz
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Abbildung 9.10: Evolution der Prozesszone (des Pfades der Shädigungsrate) für hch,1d-Ansatz
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9 Anwendungen9.2 Exzentrish gekerbter BiegeträgerAls zweites Experiment, um die vorgestellte Theorie zu prüfen, wurden Biegebelas-tungen von exzentrish gekerbten Biegeträgern nah [Jenq & Shah, 1988℄ berehnet.Abbildung 9.11 (a) zeigt die Geometrie der Probekörper, es wurden vershiedene Para-
Abbildung 9.11: Geometrie (a) des Balkens und in den Versuhen L3 der Serie C beobahteteMakrorisse aus [Jenq & Shah, 1988℄ (b)meterkombinationen in [Jenq & Shah, 1988℄ geprüft. Simuliert wird das ExperimentL3 aus der C-Serie. Die Höhe, Spannweite und Breite der Versuhsbalken betragen
b = 152.4mm,S = 609.6mm,w = 57.15mm, für die Simulation wurden diese Maÿeleiht modiziert, um eine sinnvolle, regelmäÿige Vernetzung zu ermöglihen. Die inden Simulationen verwendeten Maÿe des idealisierten Systems sind b = 152.5mm, s =
615mm,w = 57.15mm. Die speziellen, geometrishen Verhältniswerte der L3-Versuheder C-Serie sind a0/b = 1/3, γ = 2X/S = 2/6. In [Jenq & Shah, 1988℄ sind als Material-parameter nur die Drukfestigkeit, fcm = 34.2N/mm2, und der Elastizitätsmodul mit
E0 = 32800N/mm
2 gegeben. Nah [MC-90, 1993℄ darf die Zugfestigkeit abgeshätztwerden, auf der Drukfestigkeit als Grundlage, mit

















≈ 80N/m . (9.2)Für das Materialmodell fehlt nun nur noh der Wert für die Querdehnzahl, gewähltwird der Standardwert für Beton ν = 0.2. So sind alle Materialparameter gegeben:184
9.2 Exzentrish gekerbter Biegeträger
E0 = 32800N/mm
2, ν = 0.2, fct = 23.6N/mm
2 und Gf = 80N/m. An Versuhergeb-nissen sind leider keine Kraft-Vershiebungslinien in [Jenq & Shah, 1988℄ verfügbar, nurdie Maximallast Pmax = 3.87 kN ist gegeben. Des Weiteren sind die Makrorissverläufein [Jenq & Shah, 1988℄ skizziert, vgl. Abbildung 9.11(b).
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a) b)Abbildung 9.15: Last-Vershiebungslinie (a) und Shädigungspfad (b) des feinen Netzes unterVerwendung des hch,1-Ansatzes
le = 0.0025m und im feinen le = 0.00125m. Dargestellt sind beide in Abbildung 9.12,das Obere ist das grobe Netz und das Untere das feine Netz. Zur Simulation anhand desgroben Netzes wurde der hch,1d-Ansatz, Gl. (8.13), gewählt wie bei der Berehnung desfeineren Netzes für den L-förmigen Probekörper im letzten Abshnitt, da die Element-gröÿe identish ist und der Wert für die Bruhenergie die gleihe Gröÿenordnung hat.186






























c) d)Abbildung 9.16: Evolution der Prozesszone (des Pfades der Shädigungsrate) für hch,1-AnsatzDie Ergebnisse, sowohl Last-Vershiebungslinie und Shädigungspfad in Abbildung 9.13,stimmen gut mit den experimentellen Ergebnissen überein, und auh die Prozesszonein den Abbildungen 9.14(a) bis (d) passen zum gewählten Ansatz für die äquivalenteBreite. Die Maximallast ist Pmax,sim = 3.82 kN und trit so die experimentell gemessenebeinahe exakt.Zur Berehnung mit dem feineren Netz wird der Ansatz hch,1, Gl. (8.9), gewählt. Beidessen Formulierung war zwar die Bruhenergie gröÿer, aber auf der anderen Seite dieDiskretisierung gröber.Die Ergebnisse der Simulationen mit dem feinen Netz zeigen die Bilder 9.15 und 9.16.Die Maximallast ist Pmax,sim = 4.01 kN und übershätzt die experimentell ermittelteum nur drei Prozent. Der Shädigungspfad in Abbildung 9.15 stimmt gut mit den imExperiment beobahteten Makrorissen überein. Der Ansatz für die äquivalente Breiteshätzt die Breite der Prozesszone in den Teilbildern von Abbildung 9.16 gut ab.9.3 Beurteilung der ErgebnisseDie Ergebnisse aller vier Simulationen bestätigen die Rihtigkeit und Anwendbarkeit so-wohl des anisotropen Shädigungsmodells als auh der neuen Regularisierungsmethode.Die Maximallasten und die Rissverläufe werden gut wiedergegeben. Wihtig ist die Be-obahtung, dass sih die Ergebnisse von zwei vershiedenen Diskretisierungen wenig un-tersheiden und man daher von Netz-Objektivität sprehen kann, natürlih aufgrund187
9 Anwendungendes abshätzenden Charakters der Regularisierung keine mathematish exakte Netz-Objektivität. Aber insbesondere für Anwendungen in der Ingenieurpraxis ist die erreih-te Netz-Objektivität überzeugend. Als Abshluss dieses Kapitels wird betrahtet, welheAnsätze in welhen Simulationen verwendet wurden. Bisher wurde nämlih noh nihtdie Frage diskutiert, ob auh die Versuhsgeometrie einen Einuss auf die Breite derProzesszone hat. Der maÿgebende Untershied der vershiedenen Ansätze ist die äquiva-lente Breite bei zu der Elementkante geneigtem Pfad der Shädigungsrate an der Pfad-spitze. Dies sind immer die Stützstellen hch,1..(φ̄1 = 1, α1 = π/6) = (...). In Tabelle 9.1 istdiese Randbedingung für die vershiedenen, verwendeten Ansätze dargestellt, und diesin Abhängigkeit von Versuh, Bruhenergie und Elementabmessung. Die BetrahtungVersuh, Bruhenergie|| Elementseitenlänge le = 0.005m 0.0025m 0.00125m[Nooru-Mohamed, 1992℄, Gf = 110N/m - 3.5 le 4 le
Gf = 60N/m - 2.6 le 3 le[Winkler, 2001℄, Gf = 90N/m 2.6 le 3 le -[Jenq & Shah, 1988℄, Gf = 80N/m - 3 le 3.5 leTabelle 9.1: Randbedingung hch,1..(φ̄1 = 1, α1 = π/6) = (...) der vershiedenen gewähltenAnsätze in den vershiedenen Simulationender letzten zwei Zeilen beantwortet die Frage, ob auh die Versuhsgeometrie einen Ein-uss auf die Breite der Prozesszone hat. Bei ähnliher Gröÿenordnung der Bruhenergieund der Elementabmessung le = 0.0025 ergeben die Simulationen beider Versuhe mitVerwendung des gleihen Ansatzes für die äquivalente Breite gute Ergebnisse. In Tabel-le 9.1 werden darüber hinaus zwei wihtige Einüsse besonders deutlih, die die Breiteder Prozesszone in zu den Elementkanten geneigten Bereihen beeinussen: Die elementbezogene Breite nimmt zu mit abnehmender Elementabmessung und sie wird gröÿer mit zunehmender Bruhenergie.
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10 Zusammenfassung und AusblikIm ersten Teil der vorliegenden Arbeit wurde ein anisotropes Shädigungsmodell für Be-tonstrukturen beliebiger Geometrie formuliert, die überwiegend zugbelastet sind. Die inden Abshnitten 1 und 5.1 erläuterten Ziele wurden erreiht:Das physikalishe Verhalten von Beton unter Zugbelastung wird realitätsnah wiederge-geben durh die Ableitung des den Materialzustand erfassenden Anteils der Grenzä-hen anhand einer experimentell abgesiherten Spannungs-Rissönungsbeziehung. DerBelastungszustand wird in den Grenzähen mit energieähnlihen Gröÿen erfasst. Diesersheint physikalish plausibel aufgrund der vielen positiven Erfahrungen bei der Ver-wendung von energiebasierten Kriterien, wie z.B. in der linear elastishen Bruhmeha-nik oder der von Mises-Plastizität. Im Sonderfall des einaxialen Zuges beispielsweisebeginnt die Shädigung sobald eine bestimmte elastishe Energie gespeihert ist. Da dasModell im Rahmen der Kontinuumsshädigungsmehanik deniert wurde, kann der zu-nehmende Steigkeitsverlust unter zyklisher Belastung wiedergegeben werden. Die kor-rekte Wiedergabe des Materialverhaltens von Beton unter Zug - Shubbeanspruhungwar eine weitere Forderung. Es wurde eine groÿe Zahl Simulationen von Versuhen anbeidseitig gekerbten Betonprobekörpern durhgeführt, die eine kombinierte Zug - Shub-beanspruhung erfahren. Die im Experiment beobahteten gekrümmten Risspfade unddie gemessenen Last-Verformungsbeziehungen wurden in den Simualtionen realitätsnahwiedergegeben.Die Anisotropie beim Materialverhalten von Beton unter Zug wird erfasst durh die Ver-wendung von Tensoren zweiter Stufe als Shädigungsvariablen. Shädigung kann in dreiorthogonalen Rihtungen erfasst werden, gewählt wurde eine entkoppelte Formulierungmit drei Shädigungsgrenzähen. Die Gültigkeit des Prinzips der maximalen Dissipa-tionsrate wurde gefordert. Zur Siherstellung der Gültigkeit dieses Prinzips wurden dieShädigungsgrenzähen im Raum der dissipativen Kräfte deniert, hieraus ergab sihein System konstitutiver Gleihungen, das niht geshlossen gelöst werden kann. EinNäherungsverfahren wurde benötigt. Sehr wihtig für die praktishe Anwendbarkeit desStomodells ist die Robustheit des zur Lösung verwendeten Verfahrens, aber auh Ge-nauigkeitskriterien müssen natürlih erfüllt sein. Daher wurden zwei Lösungsverfahrenverwendet, ein implizites und ein explizites Verfahren. Das explizite Verfahren ist robust,aber weniger exakt aufgrund des expliziten Charakters. Das implizite Verfahren ist ge-nauer, Simulationen mit dem impliziten Verfahren führen jedoh häug zu Divergenz derIterationen sowohl auf Stogesetzebene als auh auf Systemebene. Alle Berehnungenwurden mit der expliziten Methode durhgeführt und zur Genauigkeitskontrolle der Er-gebnisse diese stihprobenweise mit dem impliziten Verfahren geprüft. Robuste und ab-gesiherte Simulationen wurden so ermögliht. Eine symmetrishe Materialtangente istvorteilhaft und wurde daher gefordert. Es wurde gezeigt, dass deren Symmetrie siherge-stellt ist durh die Erfüllung des Prinzips der maximalen Dissipationsrate. Eine weitere,wihtige Forderung war eine geringe Zahl von Materialparametern. Dies hat eine groÿeBedeutung für die praktishe Anwendung. Des Weiteren sollten alle Materialparameter189
10 Zusammenfassung und Ausblikeines Modells anhand von Standardversuhen bestimmbar sein. Das vorgeshlagene Mo-dell enthält nur vier Materialparameter: Zugfestigkeit, Bruhenergie, Querdehnzahl undElastizitätsmodul. Weniger ersheinen dem Autor niht möglih.Der zweite Teil der Arbeit beshäftigte sih mit der Lokalisierungsproblematik. Ohnefunktionierende Regularisierung erbringt auh das beste Materialmodell keine realisti-shen Ergebnisse. Als Regularisierungstehnik wurde die Bruhenergetishe Regularisie-rung verwendet, die grob umrissen durh die Einführung einer äquivalenten Breite in dasStogesetz harakterisiert ist. Nah einer Einführung in die Bruhenergetishe Regulari-sierung wurden die in der Literatur gegebenen Ansätze zur Wahl der äquivalenten Breitevorgestellt. Die Anwendung dieser Ansätze führte zu einer erheblihen Übershätzungder im Versuh beobahteten Maximallast.Eine Begründung für die Shwierigkeiten, die mit der Wahl der äquivalenten Breitebestehen, ist die Uneinigkeit über deren genaue Bedeutung. In dieser Arbeit erhält sieeine eindeutige Denition: die äquivalente Breite sollte in jeder Belastungssituation derBreite hsim der Prozesszone in der Simulation entsprehen, wobei die Prozesszone in ei-ner Simulation den Integrationspunkten mit zunehmener Shädigung, in der Arbeit alsPfad der Shädigungsrate bezeihnet, entspriht. Nur so kann korrekte Energiedissipati-on gewährleistet werden.Zur Beurteilung dieser These folgten nah einführenden einaxialen Betrahtungen um-fangreihe Untersuhungen. Für diese Untersuhungen wurden in der Literatur gut do-kumentierte beidseitig gekerbte Probekörper simuliert, die eine kombinierte Zug- Shub-beanspruhung erfahren. Im ersten Shritt wurden die Entwiklung der Prozesszone undEinüsse auf deren Entwiklung über den Belastungsverlauf für eine gewählte Diskreti-sierung und einen konstanten Satz von Materialparametern untersuht. In allen Unter-suhungen wurde im Bereih der Prozesszone stets eine regelmäÿige Diskretisierung mitlinearen Vershiebungselementen quadratisher Geometrie verwendet. Erste Ergebnissezeigten die Abhängigkeit der Breite hsim vom aktuellen Wert der Shädigung und demWinkel, den Shädigungsrihtung und Elementkanten einshlieÿen. Des Weiteren wurdeerkannt, dass die im Stogesetz enthaltene äquivalente Breite und die in der Simulationauftretende Breite der Prozesszone gegenläug sind. Eine Zunahme der einen bewirktdie Abnahme der anderen, und umgekehrt. Daraus resultiert, dass nur eine korrekteAnnahme für die im Stogesetz enthaltene äquivalente Breite in einer Simulation exis-tiert. Aufbauend auf diesen Erkenntnissen wurden Ansätze für die äquivalente Breitevorgeshlagen, abhängig von der Shädigung und dem Winkel, welhen Rihtung derShädigung und Elementkante einshlieÿen. Simulationen unter Anwendung dieser An-sätze erbrahten gute Übereinstimmung von äquivalenter Breite und der in der Simu-lation auftretenden Breite der Prozesszone. Die Ergebnisse der Simulationen stimmtengut überein mit den experimentellen Daten. In den nähsten Shritten wurden die Ein-üsse aus einer Verfeinerung des Netzes und aus einer Veränderung der Bruhenergiebeleuhtet. Modikationen des Ansatzes für die äquivalente Breite wurden notwendig,um die Forderung nah Übereinstimmung von äquivalenter Breite und hsim einzuhalten.Simulationen mit den modizierten Ansätzen ergaben wieder überzeugende Ergebnisse.
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Die durhgeführten Betrahtungen stellen eine systematishe Untersuhung der Bruh-energetishen Regularisierung dar, die so noh niht durhgeführt wurde. Die beobahte-ten Phänomene und gewonnenen Shlussfolgerungen sind ein bedeutender Fortshritt imVerständnis der Bruhenergetishen Regularisierung und darüber hinaus, im Verständnisvon Lokalisierungsvorgängen in der Simulation von komplexen Strukturen.Alle Erkenntnisse zusammenfassend wurde eine neue Regularisierungstehnik mit derBezeihnung Adaptive Bruhenergetishe Regularisierung vorgeshlagen. Die Vorgehens-weise ist folgende:Es wird ein Ansatz formuliert für die im Stogesetz enthaltene äquivalente Breite. Wer-te für die äquivalente Breite, die sih aus diesem Ansatz ergeben, sollen der in derSimulation auftretenden Breite der Prozesszone hsim entsprehen. Für lineare Vershie-bungselemente mit quadratisher Geometrie wurden geeignete Ansätze vorgeshlagen.Die Prozesszone wird für markante Belastungssituationen grash dargestellt und diePrüfung des Ansatzes erfolgt visuell. Ist die Übereinstimmung niht ausreihend, so isteine leihte Modikation notwendig. Dieses Vorgehen wird wiederholt bis eine ausrei-hende Übereinstimmung gegeben ist. Bei den Anwendungen in dieser Arbeit zeigt sihjedoh, dass bei Verwendung von linearen Vershiebungselementen mit quadratisherGeometrie keine, oder wenn nur sehr geringe Modikationen notwendig sind. Es bleibtanzumerken, dass es sih um ein abshätzendes Verfahren handelt. Durh visuelle Kon-trolle ist keine exakte Übereinstimmung und damit auh keine exakten Ergebnisse undkeine exakte Netz-Objektivität möglih. Die erreihbare Genauigkeit der Ergebnisse unddie Netzunabhängigkeit sind jedoh, insbesondere für praktishe Anwendungen, sehrüberzeugend.Im einem abshlieÿenden Kapitel wurden mit dem neuen anisotropen Shädigungsmo-dell und der Adaptiven Bruhenergetishen Regularisierung zwei weitere Experimentesimuliert. Die erzielten Ergebnisse zeigen eindruksvoll deren Anwendbarkeit. Besonde-ren Wert erhält das neue anisotrope Shädigungsmodell zusammen mit der AdaptivenBruhenergetishen Regularisierung zudem aus zwei Gründen: zum einen ndet bei derAnwendung eine Überprüfung der eigenen Annahmen statt und zum anderen sind keineParameter vorhanden, die niht oder nur sehr shleht identiziert werden können.Auf den Ausführungen aufbauende Arbeiten sind denkbar und sinnvoll in folgendenThemen: In dieser Arbeit wurden nur lineare Vershiebungselemente mit regelmäÿiger, qua-dratisher Geometrie genutzt. Die Elemente waren relativ klein. Für den prakti-shen Einsatz sind diese Elemente geeignet. Für die Verwendung anderer Elemente,sind weitere Untersuhungen zur Formulierung neuer, geeigneter Ansätze für dieäquivalente Breite notwendig, um die Übereinstimmung von äquivalenter Breiteund Prozesszonenbreite zu erreihen. Eine Automatisierung des vorgeshlagenen, visuellen Verfahren zur Überprüfungvon hsim und der äquivalenten Breite ist der konsequente nähste Shritt. Ein mögliher nähster Shritt ist der Übergang zu bewehrtem Beton. Die aus den umfassenden Untersuhungen resultierenden Erkenntnisse bezüglih191
10 Zusammenfassung und Ausblikder Einüsse auf die Prozesszone können zur Weiterentwiklung komplexerer Re-gularisierungstehniken, wie nihtlokalen Ansätzen, genutzt werden.
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m̄ Ri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hiebungsansätze U und Freiheitsgrade Û der Vers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L̇ Pseudo log damage rate, Hilfs-Shädigungsvariable, Seite 94
ξ̇
d
Pdis-maximierender dissipativer Fluss, Seite 53
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A AnhangA.1 Anfangswertprobleme für Systeme gewöhnliherDierentialgleihungenBetrahtet wird ein System von n Dierentialgleihungen mit n Anfangsbedingungen:




















f1(t, y1, y2, ..., yn)
f2(t, y1, y2, ..., yn)
..





.Zur Lösung stehen eine groÿe Zahl von numerishen Verfahren zur Verfügung. Vorge-stellt werden zuerst das implizite Eulerverfahren für Dierentialgleihungssysteme unddanah ein explizites Runge-Kutta-Verfahren.Implizites EulerverfahrenZur Lösung werden die diskreten Zeitpunkte ti = t0 + i h für i = 0, 1, ... betrahtet,wobei aber t0 < ti < tγ gilt. Das Verfahren lautet
yi+1 = yi + hf(ti+1,yi+1), ti ∈ [t0, tγ] , i = 0, 1, 2, .. (A.2)
y(t0) = y0 . (A.3)Es entsteht in jedem Shritt i ein lineares oder nihtlineares Gleihungssystem, das mitgeeigneten Verfahren gelöst werden kann.Explizites Runge-Kutta-VerfahrenDie allgemeine Form eines m-stugen Runge-Kutta-Verfahrens zur Lösung des Die-rentialgleihungssystems (A.1) ist





k1(t,y, h) = f(t,y)




bjsks(t,y, h)) , j = 2..m . 209
A AnhangFür ausführlihe Darstellungen siehe [Engeln-Müllges & Reuter, 1996℄. Je höher die Stufem, desto genauer ist das Verfahren, man spriht von höherer Fehlerordnung. Der Bereh-nungssaufwand nimmt jedoh zu. In dieser allgemeinen Form wurde noh keine Aussageüber die Shrittweite hi getroen. In dieser Arbeit wird eine automatishen Shrittwei-tensteuerung genutzt. Hier spielt der Ausdruk Einbettungsformel eine wihtige Rolle.Stimmen für explizite Runge-Kutta-Verfahren der Stufen m und m̄ mit m < m̄ die kj-Werte überein für j = 1..m, so nutzt man beide Formeln als Paar und nennt das PaarEinbettungsformel. Beide Verfahren liefern in jeder Rehnung einen Näherungswert. Dasie untershiedlihe Fehlerordnung besitzen, lässt sih über die Dierenz beider eine Aus-sage über die Qualität der Näherungswerte treen und so die Shrittweite steuern. AlsEinbettungsformel wird in dieser Arbeit die Prin-Dormand-Einbettungsformel rk6(5)8gewählt, da diese in [Engeln-Müllges & Reuter, 1996℄ empfohlen wird. Die benötigtenFaktoren Aj , aj, bjs können beispielsweise [Engeln-Müllges & Reuter, 1996℄ entnommenwerden. Als adaptive Shrittweitensteuerung wird eine Modikation des in [Engeln-Müllges & Reuter, 1996℄ auf S.433 vorgeshlagenen Verfahrens verwendet:Mit beiden Näherungsverfahren wird eine Näherung y und ȳ an der Stelle ti + h be-stimmt. Damit wird




)1/4 (A.5)berehnet mit der gewählten Fehlershranke ǫ = 2 · 10−7. Gilt nun ‖y − ȳ‖ < ǫ und
S > 1.5, so wird die Shrittweite h verdoppelt für den nähsten Shritt. Sind nihtbeide Forderungen erfüllt, so wird der aktuelle Shritt mit der halbierten Shrittweitewiederholt.A.2 TensorehnungA.2.1 Vershiedene TensorprodukteDa vershiedene Tensorprodukte in der Arbeit verwendet werden, die vielleiht über dasStandardrepertoire hinausgehen, wird an dieser Stelle eine Übersiht angegeben. Fürzwei Tensoren zweiter Stufe A,B gilt:
A ⊗ B = AijBklei ⊗ ej ⊗ ek ⊗ el (A.6)
A⊗B = AikBjlei ⊗ ej ⊗ ek ⊗ el (A.7)
A⊗B = AilBjkei ⊗ ej ⊗ ek ⊗ el (A.8)
A⊗B = 1
2









(∆ + ǫ∆̃) =:
∂(∆)
∂∆
⊙ ∆̃ . (A.10)210
A.2 TensorehnungDas Symbol ⊙ steht für ein verjüngendes Produkt, das um eine der doppelten Stufevon ∆ entsprehenden Anzahl von Basen verjüngt. Die übrigen Symbole haben folgendeBedeutung: ǫ : Skalare Hilfsgröÿe, ∆: Tensor beliebiger Stufe, z. B. die linearisierten Verzerrungen ǫ, : Tensorwertige Tensorfunktion beliebiger Stufe, z. B. die linearisierten Spannun-gen σ = σ(ǫ), ∆̃: Tensor gleiher Stufe wie ∆, (Rihtung), z. B. ∆ǫ.Das Vorgehen ist folgendes:Es wird für den Tensor ∆ der Ausdruk ∆ + ǫ∆̃ in die Funktion (∆) eingesetzt, nahdem Skalar ǫ dierenziert und danah ǫ = 0 eingesetzt. Das Ergebnis entspriht derRihtungsableitung ∂(∆)
∂∆
⊙ ∆̃. Um die partielle Ableitung ∂(∆)
∂∆









((φ+ ǫ∆φ) ⊗ (φ+ ǫ∆φ)) : ǫ := ∂(φ)
∂φ









(φ⊗ φ+ ǫφ⊗ ∆φ+ ǫ∆φ⊗ φ+ ǫ2∆φ⊗ ∆φ) : ǫ
= (φ⊗ ∆φ+ ∆φ⊗ φ) : ǫ . (A.12)Nun wird noh ∆φ ausgeklammert:
δ(φ,∆φ) = (φ⊗ ∆φ+ ∆φ⊗ φ) : ǫ
= (φ(∆φ : ǫ) + ∆φ(φ : ǫ))
= (φ(ǫ : ∆φ) + (φ : ǫ)∆φ)
= (φ⊗ ǫ : ∆φ + (φ : ǫ)I4 : ∆φ)
= (φ⊗ ǫ + (φ : ǫ)I4) : ∆φ . (A.13)Somit lautet das Ergebnis
∂(φ)
∂φ
= (φ⊗ ǫ + (φ : ǫ)I4) (A.14)mit dem Einheitstensor vierter Stufe I4. 211




















(A ⊗ A + ǫA ⊗ ∆A + ǫ∆A ⊗A + ǫ2∆A ⊗ ∆A)
= (A⊗ ∆A + ∆A ⊗ A) . (A.15)Das Ausklammern von ∆A im rehten Summand
∆A ⊗A = ∆AijAklei ⊗ ej ⊗ ek ⊗ el (A.16)ist niht trivial. Möhte man ∆A mit doppelt verjüngendem Produkt rehts aus-klammern, so ist klar, dass rehts ein Ausdruk : ∆Amnem ⊗ en und links Akl und sehs Basissysteme stehen müssen.Ausgang ist somit
Akl ei ⊗ ej ⊗ ek ⊗ el ⊗ eo ⊗ ep : ∆Amnem ⊗ en . (A.17)Gesuht sind nun die Maÿzahlen, die an die freie Stelle geshrieben werden müssen,damit sih Gl. (A.16) ergibt. Ausprobieren ergibt shlieÿlih
Akl δioδjp ei ⊗ ej ⊗ ek ⊗ el ⊗ eo ⊗ ep : ∆Amnem ⊗ en . (A.18)Für eine übersihtlihe Darstellung wird der neue Operator A⊗ eingeführt:
Aklδioδjpei ⊗ ej ⊗ ek ⊗ el ⊗ eo ⊗ ep = I
A
⊗I (A.19)mit dem Einheitstensor 2. Stufe I. Damit folgt das Ergebnis
∂(A)
∂A
: ∆A = (A ⊗ ∆A + ∆A ⊗ A) (A.20)
= (A ⊗ I4 : ∆A + IA⊗I : ∆A) (A.21)
= (A ⊗ I4 + IA⊗ I) : ∆A . (A.22)
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